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Vorwort.

In der vor vierzehn Jahren von Riemann veriffentlichten
Schrift: ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Func-
tionen einer verinderlichen complexen Grisse‘*) finden sich
zwei Gedanken ausgesprochen, die von fundamentalér Be-
deutung sind.

‘Wahrend man bis dahin bei Behandlung solcher Func-
tionen ausging von einem Ausdruck der Function, durch
welchen ihr Werth fiir jeden Werth des Arguments definirt
wird, erkannte Riemann, dass es fiir viele Untersuchungen
zweckmiissiger und natiirlicher ist, die Functionen zu defi-
niren durch gewisse Merkmale ihrer Stetigkeit oder
Unstetigkeit. Wenn dieser Gedanke auch nicht voll-
stindig neu ist, sondern in seinen ersten Anfingen weiter
zuriickreicht, so hat doch Riemann zuerst sein' volles Ge-
wicht erkannt, und zuerst denselben, entkleidet von aller
fremdartiger Beimischung, in allgemeiner und zugleich be--
stimmter Weise ausgesprochen.

Vollstiindig neu ist der zweite Gedanke. Die von Gauss
angegebene Methode, die Werthe einer von einem comple-
xen Argument abhiingenden Function auf einer Fliche aus-
zubreiten, war nur anwendbar auf einwerthige Functionen.
Riemann zeigte, dass die mehrwerthigen Functionen einer
ganz dhnlichen Behandlung fihig sind, sobald man Flichen
in Anwendung bringt, die aus mehreren iiber einander liegen-
den, an einzelnen Stellen mit einander verwachsenen Blittern
bestehen, und die, was ihre niihere Beschaffenheit anbelangt,

*) Doctor-Dissertation. Gottingen 1851.
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abhingig sind von der individuellen Natur der gerade be-
trachteten Function.

Es scheinen diese Gredanken zu Anfang wenig beachtet
zu sein. Welcher Wirkung dieselben aber fihig sind, zeigte
sich bald und in iiberraschender Weise, als Riemann die-
selben in Anwendung brachte auf die Elhptlschen und Abel-
schen Integrale, und als es ihm gliickte, in diesen Reglonen
zu einer Theorie*) zu gelangen, die iiber die friiher inne
gehaltenen Grenzen weit hinausreichte, Vieles aufklirte, was .
bis dahin dunkel war, und Manches vereinigte, was friiher
getrennt erschien.

In einem Punct scheint die Theorie allerdings mangel-
haft zu sein. Sie zeigt, wie die Umkehrung der Abel’schen
Integrale, sobald die #-Function einmal bekannt ist, mit
Hiilfe dieser Function bewerkstelligt werden kannj sie giebt
hingegen keinen Aufschluss iiber die innere Nothwendigkeit,
welche von den Abel'schen Integralen zur Bildung jener
O-Function hinleitet. Doch wird dieser Uebelstand ohne Zweifel
von selber verschwinden, sobald die Riemann’schen Gedanken
und die durch sie begriindete neue Anschauungsweise erst
in weiterem Umfange zur Herrschaft gelangt sein werden.

Wie gewaltig néimlich die Erfolge auch sein mogen,
welche im Gebiet der Elliptischen und Abel'schen Integrale
durch die neue Anschauungsweise errungen wurden, so sind
sie doch nur als ein erstes Beispiel zu betrachten. Es giebt
andere Theile der mathematischen Wissenschaft, auf welche
jene Anschauungswelse ‘wahrscheinlich von nicht minder
kraftvoller Wirkung sein wird.

Dass bisher wenig geschehen, was solche Erwartungen
rechtfertigt, hat seinen Grund darin, dass die neuen Ge-
danken, und dass namentlich die mit diesen zusammen-
hingenden neuen Methoden sich noch nicht hinreichend
Bahn gebrochen haben.

Um mich deutlicher ausdriicken zu konnen, erinnere ich
an die Differential- und Integral-Rechnung. Die dieser Dis-

*) Riemann's Theorie der Abel’schen Functionen, und drei andere
dazu gehodrige Aufsitze in Borchardt's Journal. Band 54.
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ciplin zu Grunde liegenden Gedanken sind ihrem Wesen
nach einfach, an Zahl geringe. Um aber diese Gedanken
benutzen zu konnen, bedarf es nicht allein ihrer Kenntniss,
sondern auch eines sorgfiltigen und mithsamen Studiums der
aus ihnen entspringenden Methoden. Ebenso verhilt es sich
mit der durch Riemann begriindeten neuen Disciplin. Auch
hier liegt eine weite Kluft zwischen der Kenntniss der ein-
fachen Grundgedanken und zwischen der Kenntniss der sich
anschliessenden Methoden.

Allerdings sind diese Methoden von Riemann entwickelt,
entwickelt in ansehnlichem Umfange. Wer sie aber aus
diesen Entwickelungen kennen lernen will, hat einen be-
schwerlichen und steil ansteigenden Weg vor sich, von viel-
fach wechselnder Richtung.

Eine Vorlesung, die ich im Sommersemester 1863 an
der Universitit Halle iiber dicsen Gegenstand hielt, veran-
lasste mich, nath cinem Wege zu suchen, der ein moglichst
bequemes und stetiges Ansteigen gestattet, und der zugleich
in missigen Intervallen auf Ruhepuncte fiihrt, von denen
aus die jedesmal zuriickgelegte Wegstrecke deutlich iiber-
sehen werden kann. Zugleich schien es, falls der gewihlte
Weg die aufzuwendende Miihe lohnen sollte, nothwendig,
von Anfang an ein festes Ziel ins Auge zu fassen, und
Alles, was zu weit ausser der so bestimmten Richtung lag,
vorldufig unbeachtet zu lassen. Es darf daher nicht befrem-
den, wenn in dem vorliegenden Lehrbuch, welches im We-
sentlichen den Inhalt der damals gehaltenen Vorlesung aus-
macht, Manches fehlt, was an und fiir sich wichtig ist, z. B.
fast Alles, was auf die Convergenz der Reihen Bezug hat.

Wihrend ich iibrigens in jener Vorlesung nur bis zur
Umkehrung der Elliptischen Integrale vorzudringen fiir an-
gemessen fand, bin ich gegenwirtig weiter gegangen, nim-
lich bis zur Umkehrung der Abel'schen Integrale*). Ausser-

*) Der letzte Theil des vorliegenden Lehrbuchs fiihrt zu Resultaten,
die ich in gedringter Kiirze und ohne weitere Begriindung schon friiher
veroffentlicht habe in einer kleinen 8chrift: ,,Die Umkehrung der Abel’-
schen Integrale‘‘, Halle 1863.
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dem ist in der Zwischenzeit auch Manches gedndert, was
damals nicht anschaulich genug hervortrat, oder nicht hin-
reichend strenge zu sein schien.

Meine Darstellung fusst ausschliesslich auf dem Studium
der von Riemann veriffentlichten und bereits genannten A b-
handlungen®*). Was im Lauf der letzten Jahre (in directer
oder indirecter Weise) durch die Schriften von Roch und
Prym iiber Riemann’s Vorlesungen bekannt wurde *#),
konnte nicht mehr von Einfluss werden auf das vorliegende
Lehrbuch, welches damals in Plan und Anordnung bereits
eine ihm eigenthiimliche und feste Gestaltung gewonnen hatte.

Als meine Arbeit fast vollig zum Abschluss gebracht
war, erschien das schitzbare Werk von Durége***)., In
demselben zeigte sich Manches behandelt, was ich ebenfalls
bearbeitet hatte, Manches auch in helles Licht gestellt, was
_in meiner Arbeit nur schwach angedeutet war oder wohl
ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel und Anordnung des
Werks von Durége von denen des meinigen so wesentlich
verschieden, dass ich die Veriffentlichung meiner Arbeit.
keinen Augenblick beanstandet habe.

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Ver-
stindniss der Riemann’schen Abliandlungen entgegenstehen,
durch das vorliegende Lehrbuch beseitigt sein werden.
Ausgenommen bleibt dabei allerdings ein wesentlicher Punct,

*) Erwdhnen muss ich dabei jedoch eines Gedankens, der mir aus
Riemann’s Vorlesungen durch miindliche Ueberlieferung zu Ohren
kam, und der auf meine Darstellung von nicht geringem Einfluss wurde.
Dieser Gedanke besteht in der Projection der auf der Horizontal-
Ebene ausgebreiteten Functionswerthe nach einer Kugelfldche hin,
Ich habe dieser (wie ich glanbe nur beiliufig) von Riemann angegebe-
nen Projection noch eine zweite (die Projection von der Kugelfliche
auf die Antipoden-Ebene) hinzugefiigt; und glaube, dass diese geo-
metrischen Vorstellungen, obwohl fiir die Wissenschaft selber unwesent-
lich, fiir die erste Einfijhrung in die von Riemann begriindete neue
Disciplin von grossem Vortheil sein werden,

*#¥) Roch’s Aufsitze im Schlomilch’schen Journal. Prym, Theoria
nova functionum ultraellipticarum. Dissertatio inauguralis. Berlin,
1863.

*#%) Durége, Elemente dt_ar Theorie der Functionen. Leipzig, 1864,
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welcher in meine Darstellung jihrem ganzen Gange nach
nicht hineinpasste, niamlich dic Darlegung und Anwendung
des Dirichlet’schen Princips. Das Wesentliche hieriiber
gedenke ich bei spaterer Gelegenheit kurz zusammenzu-
stellen¥).

Basel, Januar 1865.

Der Verfasser,

*) Solches ist inzwischen bereits geschehen durch eine kleine Schrift,
die gegenwirtig (October, 1865) im Druck begriffen ist, und die den Titel
fiihrt: ,,Das Dirichlet’sche Princip in seiner Anwendung auf die
Riemann’schen Flichen,
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Definition der Exponential-Function, der Functio-
nen Sinus und Cosinus, und der #-Functionen.

Erster Abschnitt. Ueber die Definition der Function er-+¥.

Die ins Unendliche fortlaufende Reihe
. z z* b z4
(1) . 1+T+1'3+1.2.3+1.2.3.4+'“

ist bekanntlich — gleichgiiltig b die Grosse z*) reell oder ima-
gindr ist — jederzeit convergent. Die Summe dieser Reihe —
sie mag f(z) genannt werden — wird also einc von z abhiingende
Function sein, welche fir jedwedes Argument z cinen véllig
bestimmten Werth besitzt.

Wir wollen nun diese Function f(z) ndher untersuchen, und
mehrere merkwiirdige Eigenschaften derselben zuTage treten lassen.

Stellen wir den Werth von f(z) nach einander fir zwei ver-
schiedene Argumente, fiur das Argument z, und fir das Argu-
ment Z auf;

@) [ =1+%4 5455+
, Z VA VAl
(3) f(Z)=1+T+m+m+--u

so ergiebt sich durch Multiplication dieser heiden Werthe:

%) Unter x und y sollen — wenigstens von Anfang — immer nur
reelle Grossen verstanden; imaginire Grossen hingegen, also Gris-
sen von der Form = 4 y /=1 oder x - yi sollen mit z bezeichnet
werden. ’

Neumann, Abel’sche Integrale, 1
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(4)-’ /(z)./‘(Z)__1+ +12+ 12 +.
+i+ T+

+ 5 +5 +.

+l—‘g——+

+

oder, falls man die Glieder einer jeden Verucalrelhe unter ein-
ander vereinigt:

6) r6).ro=1++24
d. i. zufolge (2): :
6 . [@.f2)=f(z+ 2) '
Man kann diese Formel leicht verallgemeinern. Nimmt man
namlich in (6) fir z den Werth z,, fir. Z den Werth z,, sodann
far z den Werth 2, 4 z,, (ir Z den Werth z,, endlich fir z den
Werth z; 4 2z, 4+ z,, fir Z den Werth z,, wo z|, z,, 23, z, lauter
beliebig gewahlte Grdossen vorstellen sollen, so crgeben sich der
Reihe nach folgende drei Formeln:
f(z).f(z) =z + 2),
fa +2).flz) = [z + 2, + z), i
flag 42, +29). flz) = Flz + 25+ 25 + 2)
Und hieraus ergiebt sich durch Multiplication:
[(z) flz) flzs) [z =[5+ 22+ 2 + zy).
Ebenso wird ganz allgemein, l‘alls 2y, 2, ... 2, irgend welche
n Grossen sind, jederzeit:

M &) @) ) = E+n+.. +m)
und, ,wofern man fir alle jene n Grossen ein und denselben
Werth z nimmt:

“ey

(z4 202 (z42Z)
5 t1ss T

(8) (r(2)" = f(n3) .
sein: Die in (6) und (8) enthaltenen Ergebnisse lassen sich so
aussprechen: o

+ Die von dem Argumente z abhingende Funclion
4

=142+ 4+ 54 5
- itiatiess 1.2.3.4"‘"'

besitzt folgende beiden Eigenschaften :
Erste Eigenschaft. Versteht maﬁ unter z und Z zwei gan.
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beliebige reelle oder imagindre Grissen, so ist das Product von
f (2) und [ (Z) jederzeit gleich dem Werthe von f(z + 2).

Zweite Eigenschaft. Versteht man unler = eine gan: be-
Iiebié;e reelle oder imagindre Grisse und unter n irgend welche
positive ganze Zakhl, so ist die n' Potenz von f (z) jederzeil gleich
dem Werthe von f (nz).

Mit Hiilfe dieser beiden Eigenschaften ist es nun sehr leichl,
die Werthe der Function f(2) fir jedes belicbige reclle Argu-
ment z zu berechnen. Zunichst ergiebt sich aus der Definition
von [ (z), dass
(1) ro) =1
ist. Nechmen wir zweitens fiir z den Werth 1, so erhalten wir

1 1 1
A)=1+ 3+ =5+ o3+

und hieraus durch wirkliche Ausfithrung der Summation:

f(1) = 2,718....
Diese Zahl 2,718 ... spielt bekanntlich in der Mathematik cine
grosse Rolle; sie mag wie gewohnlich mit e bezeichnet werden.
- Also:
2 f(1) = 2,718 ... = e.

Verstehen wir unter p irgend welche positive ganze Zahl, so
erhalten wir zufolge der zweiten Eigenschaft von / folgende bei-
den Gleichungen:

Wy ="r(p.-1) =f(p),

(r
N0 T vty

also mit Zuzichung des in (2) fiir /(1) gefundenen Werthes:

e == f(p),
(@)=
d. i.
(3) N fip)= er,

1
@) r(A)=ve =
Versteht man ferner unter ¢ irgend welche andere positive

ganze Zahl, so ergiebt sich, wiederum zufolge der zweiten Eigen-

schaft von f:
1:‘-
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() = o

also mit Zuziehung von 3) .
P
6y f(%) = e = e“.
Endlich erhalten wir zufolge der ersten Eigenschaft von f:

1(=2)-1(2) = ro.

also mit Zuziehung von (1) und (5):
—P) Jep =
(=) 74

_P
© r(-2)= 1= ¢
yell .

Da p und ¢ irgend welche positive ganze Zahlen sind, so

wird der Werth von %,' durch geeignete Annahme dieser beiden

Zahlen, jeder beliebig gegebenen reellen Grosse unendlich nahe
gebracht werden konnen, vorausgesetzt, dass die gegehene Grosse
positiv ist; und ebenso wird der Werth von — g jener beliebig
gegebenen reellen Griosse in dem Falle unendlich nahe gebracht

werden konnen, dass dicselbe 'negativ ist. Sammtliche aberhaupt
vorhandenen reellen Grossen sind daher in den beiden Formen
g und — fl—” enthalten.

Die Gleichungen (5) und (6) zeigen aber, dass der Werth

" von f (2) fir z =§ oder fiir z = — % dadurch erhalten wird,

dass man die Zahl e zur Potenz £ oder zur Potenz — % erhebt,

und fibren demnach zu Folgendem.
Fir jedwedes reelle Argument z ist der Werth der Functlion

z 22 28
f(z)_1+f+i.—2+f27§+"'- .
gleich e*, d.i. gleich der z'*™ Polenz von 2,718...

Ist irgend welche reelle Grosse = gegeben, so werden wir
gegenwirtig, um die ' Potenz von 2,718... oder e zu erhalten,
zwei von einander vollig verschiedene Methoden — nach Belieben
die eine oder die andere — in Anwendung bringen kénnen. Die



Ueber die Definitipn der Function e+, ‘5
eine Methode ist die gewohnliehe, althergebrachte; sie
besteht bekanntlich darin, dass man zuvérderst einen aus zwei

positiven ganzen Zahlen p, ¢ zusammcngcselztén Bruch + l;—anf-

sucht, welcher der gegebenen Grosse x seinem Werthe nach még -
lichst nahe liegt, dass man sodann aus der Zahl 2,718... die
g'¢ Wurzel auszieht, und dass man endlich den fir diese Wurzel
erhaltenen Werth zur + pte» Potenz erhebt. Die andere Me-
thode ist jener gegeniiber als eine neue zu bezeichnen; sie wird
uns durch den eben gefundenen Satz erdffnet, und besteht darin,
dass man zunichst fir die gegebene Grosse x die Reihe

2 & & b

1’ 1.2° 1.,2.3" 1.2.8.4° "°°°°

aufstellt, und sodann maoglichst viele Glieder dieser Reihe zu-
sammen addirt. Beide Mcthoden leiden, falls es sich um die
wirkliche numerische Berechnung der x' Potenz von ¢ handelt,
an demgelben Fehler, namlich an dem Fehler der Ungenauigkeit;
denn beide werden jederzeit nur naherungsweise richtige Resultate
liefern, ein Umstand, der iibrigens um so weniger vou Bedeutung
ist, als auch die Zahl e selber, was ihren numerischen Werth
anbelangt, immer nur naherungsweise angegcben werden kann.
Wie dem auch sei — jedensfalls gelangen wir in Hinblick auf
die heiden verschiedenen Mecthoden, durch welche der Werth von
e* ermittelt werden kann, zu folgendem Ausspruch:

Versteht man unter x irgend welche reelle Grisse, so kinnen
fir die Bedeutung der Functlion e* oder (2,718...)* zwei von einan-
der ganz verschiedene Definitionen aufgestelll werden, einerseils die
gewohnliche, auf Potenzerhebungen und Wurzelausziehun-
gen beruhende, und andererseits diejenige, welche durch die un-
endliche Reihe

x xt x? xt
dargeboten wird. Es dirfte — menn auch nicht villig begrindet —
zur bequemern Unterscheidung zweckmdssig sein, die erstere Defini-
tion die algebraische, die lelztere hingegen die transcendente
zu nennen.

Um einen Ueberblick iber die Gesammtheit der in e* ent-
haltenen Werthe, d. h. einen Ueberblick iber alle Werthe zu
gewinnen, welche die Function e¢* der Reihe nach annimmt, wah-
rend der Exponent x alle zwischen — oo und 4 oo Jiegenden

1,
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reellen Werthe durchlauft, wird theils die eine, theils auch die
anderc Definition von Nutzen sejn.
Nehmen wir zundchst fir x dle auf emander folgenden gan-
zen Zahlen:
...... -3, —2, —1, 0,1, 2, 3,......
so erhalten wir fur die Function e®, ihrer algebraischen De-
finition zufolge, der Reihe nach die Werthe:

) 1 11 1, e, ee, eee
...... oo’ e’ o 1sn6s , s e e

also Werthe, welche fir x = + oo unendlich gross, und fiir
& =— — oo unendlich klein, d. i. Null werden. Wenn wir uns
demnach eine Curve vorstellen, welche die auf einander folgen-
den Werthe von x zu Abscissen, und die zugehérigen Werthe
von: ¢* zu Ordinaten hat, so wird diese Curve — vorausgesetzt,
dass wir uns die Abscissenachse horizontal und von links nach
rechts fortlaufend denken — im Grossen und Ganzen etwa die
in beistehender Figur (Fig. 1) angegebene Gestalt besitzen. Sie
wird namlich ihrem ganzen Laufe
nach oberhalb der Abscissenachse
liegen, nach rechts hin unendlich
hoch iber diese Achse emporsteigen,
und nach links hin unendlich nahe
zu derselben herabsinken.

Eine genauere Vorstellung von
dieser Curve gewinnen wir nun aber
vermittelst der transcendenten
Definition von e®. Dieser zufolge ist
*—¢ o  Dnamlich:

)
_1+ + +125+1.2.3.4+""

mithin :
de*
dzx =147 +i_2+12;+ i
d i
dz —

Bezeichnen wir also irgend eine Abscisse o« unserer Curve
mit 2, und die zugehérige Ordinate e¢f mit X, so wird

ax _
dx =

X
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sein. Da nun die Curve ihrem ganzen Laufe nach oherhalb
der Abscissenachse liegt, die Ordinate X also bestandig positiv
bleibt, so wird dieser Gleichung zufolge der Werth des Differen-

tialquotienten % ebenfalls stets positiv sein. Somit ergiebt

sich, dass die Curve von links nach rechts hin bestindig im
Steigen begriffen sein muss; und ferner, dass die Curve un-
endlich weit nach links hin mit der Abscissenachse parallel,
und unendlich weit nach rechts hin senkrecht zw jener
Achse ist.

Uebrigens kann man, um die Curve noch genauer kennen
zu lernen, mit Halfe der Gleichung

dX

==
oder .

dX X

dr " 1

~

auch leicht eine Methode finden, um in jedwedem Punct der
Curve die Tangente derselben zu construiren. Ist nam-
lich (Fig. 1) «f irgend welche Ordinate der Curve, so wird man
auf der Abscissenachse nur einen Punct v zu construiren haben,
welcher vom Puncte ¢ um 1 entfernt ist; eine von z nach g
fortlaufende gerade Linie wird alsdann die Tangente der Curve
im Puncte § sein.

Der Begriff der Function e* bleibt, falls man dic primare
oder algebraische Definition zu Grunde legt, offenbar nur so
lange in -Kraft, als x reell ist, und erlischt, sobald man dem
Exponenten x irgend welche imaginare Werthe zuertheilt. An-
ders verhalt es sich mit der Function e, sobald man die secun-
dire oder transcendente Definition zu Grunde legt; thut man
nimlich dies, so wird der Begriff jener Function fir simmt-
liche Werthe von x in Kraft bleiben — ganz gleichgiltig, ob
dieselben reell oder imaginir sind. Der erstere Begriff waltet
also nur innerhalb eines gewissen begrenzten Gebictes, der letz-
‘tere hingegen vollig unumschrankt. Wir kdnnen den letztern als
einen Begriff bezeichnen, welcher den ersteren in sich fasst,
welcher aber iber die den ersteren beengenden Schranken hin-
ausreicht; und gelangen somit zu folgendem Ausspruch:

Definition von e*. — Will man den Begriff der Function e*
der Art feststellen, dass derselbe nicht nur fir reelle, sondern fir
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simmtliche Werthe von z Bedeutung besitzl, so muss man die ur-
spriingliche algebraische Definilion von ¢*, als unzureichend, fal-
len lassen, und an ihrer Stelle die transcendente Definition

- z z® 28 z4
e=l+i+istimestizsat:
in Kraft treten lassen. Diese neue Definition soll in Zukunft bestindig
festgehalten werden; es ist bekanntlich diejenige, welche allgemein
- adopfirt ist.

- Die Function e* besitzt nun auch in den Fillen, wo z ima-
gindr ist, also in den Fallen, wo es zu ihrer Definition der un-
endlichen Reihe i

22 23 z4
t+i+st+ies teaat
bedarf, immer noch die wesentlichen Eigenschaften einer
Potenz. Denn mit Hinblick auf die Ergebnisse, zu welchen wir
frither (S. 2) in Betreff dieser Reihe gelangt sind, ergiebt sich
sofort, dass die Formeln ’ :
e® . 0% — e+,
(ez)n — enz

Giiltigkeit besitzen, gleichgiltig ob man der Function e* ihre
ursprimgliche algebraische Definition, oder ob man derselben die
durch jene Reile ausgedriickte transcendente Definition zu Grunde
legt.

Dies ist der Grund, weshalb man die in Rede stehende

Function auch in ihrer erweiterten, durch jene Reihe dargestell-
“ten Bedeutung immer noch eine Potenz von e nennt, und zu-
gleich der Grund, weshalb man das Symbol e, welches der Func-
tion zukam, so lange sie in ihr ursprunallches enges Gebiet ein-
gezwingt war, ungeiindert hiniibernimmt in das unumschrinkte,
allgemeine Gebiet, auf welchem sie sich gegenwirtig bewegt.

Zweiter Abschnitt. Ueber die Definition der Functionen
sin (x + iy) und cos (x + iy).

Versteht man unter.  eine Grosse, welche alle moglichen
reellen Werthe annehmen darf, also eine Grosse, deren Werthe,
geometrisch ausgedriickt, durch die auf einander folgenden Puncte
einer geraden, von — oo bis 4 oo fortlaufenden Linie repri-
sentirt werden, und unter f, (r), f,(x) zwei von jener Grosse
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abhingende stelige Functionen, welche fir x = o0 ein und den-
selben Werth besitzen, und welche ausserdem beide der Dif-
ferentialgleichung

D = ¢.1()

dx
Geniige leisten, wo C irgend welche Constante vorstellt; so wer-
den diese beiden Functionen, wie man sofort abersieht, fir
sammtliche Werthe von x unter cinander identisch sein.

Auf Grund dieser Bemerkung kénnen wir ohne Schwierigkeit
zu einem wichtigen Zusammenhange gelangen, der zwischen der
eben besprochenen Function ¢ und zwischen denjenigen trigono-
metrischen Linien stattfindet, die man mit den Namen sinus und
cosinus bezeichnet.

Nehmen wir in der Function e* fir das Argument z den
Werth iz, wo i==)/— 1, und « irgend welche reelle Grosse
vorstellen soll, so haben wir der Definition jener Function zufolge:

g1 2 NG BN 4

und hieraus ergiebt sich, wenn wir nach x differenziren:

~

=i+ T B ),
d. i.
de'® .
(l) ) ) ;_x = 1.e",

Die Bedeutungen von sin & und cos x liegen, so lange
reell bleibt, klar zu Tage, werden namlich, so lange solches der
Fall ist, unmittelbar durch ibre geometrische Definition dar-
geboten. Gleichzeitig ergiebt sich aus dieser Definition auch, dass

dsinz __ dcosx .
2 - = cos x, o — — snzx

lst Wir bilden nun — immer unter der Voraussetzung, dass x
reell bleibt — den Ausdruck:

cos x 4 isinx,
und erhalten, wenn wir diesen Ausdruck nach « (llﬂ‘emuzuen
mit Ricksicht auf (2) folgende Formel:

d (cos x 4 isin x)

e = —sinx 4 icos x,

oder, was dasselhe ist:
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) ﬂi"gw =1 (cos  + 1§ sin x).

Die Formeln (1) und (3) zeigen, dass die Functionen
e und cos & 4 ¢sinx

beide derselben Differentialgleichung, namlich der Differential-
gleichung
: d, .
. &=

Geniige leisten. Ausserdem besitzen diese Functionen fiir x == 0,
wie man sofort erkennt, heide denselben Werth, nimlich den
Werth 1. Daraus aber folgt, gemass der zu Anfang gemachten
Bemerkung, dass diese beiden Functionen fiir alle reellen Werthe
von x unter einander identisch sind. Somit haben wir folgen-
den Satz:

Fir jedwedes reelle Argument x ist der Werth der Function
e gleich dem Werthe von cos x + i sin .

Aus der Formel
(4) e = cos & + isinx
ergiebt sich, wenn wir x mit — & vertauschen:
(5) e~ = cos x — i sin .

Und aus diesen beiden Formeln (4) und (5) erhalten wir nun
durch Addition und Subtraction sofort:

. Pad e—ix
cos & = —-l;——-—-,

(6) 3. ) eix __ e—ix
o sin & =

2i ?

oder, wenn wir far ¢~ und a—“ ihre eigentlichen Bedeutungen: :

er =142 +(“”’ + 8

(w)' (ix)3
—-l.’l.—- — — — —
€ 1—T+ 1.2.3
substituiren: ‘
x? x4

@ sz =1—y5+71537 T

. P x°

sine =z —qos+15335 "t

Die urspriingliche Deﬁnih‘oh [iir sin x und cos x ist eine rein
geomelrische, beruht namlich auf gewissen Abmessungen an einem
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mil dem Radius 1 beschriebenen Kreise. Diese ursprangliche Defini-
tion kann, wie wir gegenwirtig sehen, erselzt werden durch eine ge-
wisse transcendente Definition, nimlich ersetzt werden durch die-
Jenige Definition, welche durch die eben gefundenen unendlichen
Reihen : - ’

) 28 x5
SME=T 193 +issas — -
x! m‘

COS$=1—ﬁ+m—+-...

dargebolen wird.

Nehmen wir bei den Functionen sin £ und cos x an Stelle
des bisher gedachten reellen Argumentes x irgend ein imagi-
nares Argument x 4 iy oder z, so lasst uns die urspriingliche
geometrische Definition vollig im Stiche, wahrend die neue
transcendente Definition nach wie vor in Kraft bleibt; wir ge-
langen demnach zu folgendem Ausspruch:

Definjtion von sin z und cos z. Will man die Begriffe der
Functionen sin z und cos z der Art feststellen, dass dieselben nicht
nur far reelle, sondern far sammtliche Werthe von z Bedeutung
be.s:ilzen, 80 muss man die urspringlichen geometrischen Defini-
tionen von sin z und cos z, als unzureichend, fallen lassen; und dafir

die transcendenten Definitionen :
» :
sinz = z —

28 28

23 T 1.2.3.4.6 + ..

Pl ~4
cosz=1—f§+1—.—‘;ﬁ——+..
in Kraft treten lassen. Diese letztern Definitionen sollen in Zukunft
bestindig festgehallen werden.
Die Relationen
€% = cos x + i sin x,

. e~i* = cos £ — i sin &
sind vorhin fiir den Fall bewiesen worden, dass « reell isl.
Es lasst sich nun aber gegenwirtig, wenn man die fur ¢, sin z
und cos z festgesetzten allgemein galtigen Definitionen:

. : z 2® 28 .
8"=1+—l'+1—.2+~——1'2.3+..../

. :S z!’
sinz=2z— s tigzgs—t
) 4

COSZ:l—m-f-m—-'-....
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zu Grunde legt, mit Hiilfe  dieser Reihen augenblicklich nach-
weisen, dass jene beiden Relationen auch noch dann in Kraft
bleiben, wenn man das in ihnen ehthaltene reelle Argument x
mit irgend welchem imaginiren Argumente x + iy oder z ver-
tauscht. Somit ergiebt sich folgender Satz:
Versteht man unter z irgend welche Grisse — gleiéhgizltig ob
dieselbe reell oder imagindr ist — , so wird jederzeit
e* = cos z 4 7 sin z,
e~Z=cosz —isinz.
sein. . . .
Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich leicht nachweisen, dass die

bekannten Formeln: _

sin (x + y) =sinxz.cosy + siny. cos::c,

cos(z + y) = cosx.cosy — sinx.siny, -

etc. -etc. etc.,
welche sich fir die Functionen sinus und cosinus auf Grund ihrer
urspriinglichen geometrischen Definition ergeben, auch’ dann noch
giltig bleiben, wenn man die in jenen Formeln .enthaltenen
reellen Argumente x, y mit irgend welchen imaginaren Gros-
sen vertauscht. Und in diesem Umstande liegt der Grund, wes~
halb man die Symbole sin und cos, welche jenen Functionen zu-
kamen, so lange dieselben in Folge- ihrer yrsprimnglichen geo-
inetrischen Definitionen auf ein gewisses enges Gebiet beschrankt
waren, ungedndert hinibernimmt in das unumschrinkte allge-
meine Gebiet, welches ihnen gegenwirtig durch Zugrundelegunyg
der transcendenten Definitionen erdffnet wird.

Dritter Abschnitt. Ueber did Definition von log (x + iy); die

Vieldeutigkeit dieser Function. .

Wenn in der Gleichung -*

[=e?®

d. i. in der Gleichung f = (2,718...)¢ die eine der beiden

Grossen f, @ gegeben ist, so muss es moglich sein, den Werth
der andern zu hestimmen.

Ist der Werth von ¢ gegeben, so bietet die Berechnung von

f keinerlei Schwierigkeiten dar. Denn zufolge unserer Definition

(S. 8) ist e¥ gleich
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2 3 4
I+T+iatmstiasat

Ist also @ gegeben, so wird man, um f zu erhalten, nur die
Summe dieser Reihe zu berechnen brauchen. Allerdings wird
man, in Anbetracht, dass diese Reihe sich ins Unendliche hin
erstreckt, mit Hiilfe derselben immer nur einen niherungs-
weise richtigen Werlth von f erhalten konnen; jedenfalls aber
ergiebt sich, dass durch Angabe von ¢ der zugehorige Werth
von f eindeutig bestimmt ist, oder mit andern Worten, dass
f eine eindeutige Funclion von ¢ ist.

Anders verhilt es sich, wie wir sogleich sehen werden, wenn
wir uns die umgekehrte Aufgabe stellen, wenn wir nimlich £ als
gegeben ansehen, und ¢ berechnen wollen. In diesem Falle wer-
den sich namlich fir jedes gegebene funendlich viele Werthe
von @ ergeben. Man nennt, falls /£ gegeben ist, die zugehorige
Grosse ¢ bekanntlich den Logarithmus oder genaner ausge-
driickt den natiirlichen Logarithmus von f, und hezeichnet -
dieselbe durch das Symbol log /. .

Wir wollen den gegebenen Werth von f mit 2 + iy und
den gesuchten unbekannten Werth von ¢ mit u 4 iv bezeichnen,
wo u und v, ebenso wie « und y, reell, und i==)— 1 sein
sollen. ’

Es handelt sich also darum, aus der Gleichung

(1) x 4 iy = ertiv,
oder, was dasselbe ist, aus der Gleichung
2) x4 iy =c".e"

die Werthe der beiden reellen Grossen » und » zu bestimmen.
Mit Rickblick auf einen fraheren Satz (S. 12) konnen wir diese
Gleichung auch so darstellen:
\ 4
(3) ' x 4 iy =e" . (cos » 4 isin »);
und es spaltet sich demnach dieselbe, wenn wir das Reelle und
Imaginare sondern, in folgende beiden Gleichungen:
x=e".cos v,
4 . v s
y = ée% . sin v.
Aus diesen aber ergiebt sich, wenn wir den positiven Werth
~von J2? 4 y? zur Abkirzung mit » bezeichnen:
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et = +

- r,
o wr=t . -
siny = + £,
v - r

wo entweder durchweg das obere Zeichen 4, oder durch-

weg das untere Zeichen — zu nehmen ist.
Fig. 2. Geben wir der unbekannten reellen
§ Grosse u nach efnander alle moglichen zwi-
schen — oo und + oo liegenden Werthe,

berechnen wir jedesmal den zugehdrigen
Werth von ¢*, und construiren wir eine
Curve, welche die Werthe von u zu Abscissen,
und die zugehorigen Werthe von e* zu Or-
dinaten hat, so werden wir, wie wir friher
(S. 6 und 7) gesehen haben, eine Curve
(Fig: 2) erhalten, welche ihrem ganzen Laufe
. nach oberhalb der Abscissenachse liegt, und

o ———"

u welche von links nach rechts hin bestindig
im Steigen begriffen ist. Unter simmtlichen Werthen, welche
die mit dem reellen Exponenten u behaftete Grosse e* iber-
haupt anzunehmen im Stande ist, befindet sich demnach kein
einziger, welcher negativ ware. Daraus folgt, dass die Gleichung
e* = — r absurd sein wiirde, dass wir also gezwungen sind, in
unseren fir « und v erhaltenen Formeln (5) die oheren Zeichen
zu nehmen. Es handelt sich daher um die Bestimmung von u
und v vepmittelst folgender Gleichungen: i

(6) CoOsS ¥V —= —,

Durch die erste dieser Gleichungen wird der Werth von u
auf eindeutige Weise bestimmt. Denn man wird, um u zu
erhalten, in der vorhin construirten Curve (Fig. 2) nur diejenige
Ordinate auszuwahlen haben, welche die gegebene Linge r hat;
die zugehodrige Abscisse wird alsdann den gesuchten Werth von
u darstellen. Da aber jene Curve von links nach rechts hin be-
stindig im Steigen begriffen ist, so kann in ihr nur cine
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einzige Ordinate von der gegebenen Linge r enthalten sein;
demnach kann sich fir die Abscisse u ebenfalls nur ein ein-
ziger Werth ergeben.

Anders verhalt es sich mit ». Denn aus den Gleichungen
CoOsS v =

sin 9 =

1= 48

ergeben sich fir v unendlich viele, durch Vielfache von 2=
von einander verschiedene Werthe.

Somjt erhalten wir folgenden Satz:

Bezeichnet man den Logarithmus einer beliebig gegebenen Grisse
& 4 iy mit w 4 iv, setzl man also:

log (x + iy) = u + iv,
 s0 wird u jederzeit nur einen, v hingegen unendlich viele, durch
Vielfache von 27 von einander verschiedene Werthe besitzen.

Denkt man sich die Grisse x <+ iy nach der Gauss’schen Me-
thode durch einen Punct auf der Horizontalebene reprisentirl, des-
sen Coordinaten x und y sind, und bezeichnet man den Abstand dieses
Punctes vom Anfangspunct mit r, ferner den Winkel, unter welchem
der eben genannte Abstand gegen die x Achse geneigt ist, mit t, so
wird u durch die Gleichung

e =r
auf eindeutige Weise bestimmi sein, v hingegen einen Werlh be-
silzen, welcher durch 4
v=14+n.2xn

dargestellt , némlich mit einer beliebig verinderlichen ganzen
Zahl n behaftet ist.

Vierter Abschnitt. Ueber die Periodicitit der Functionen
e*+u, sin (x + iy), cos (x + iy). ’

Wir wollen uns  wiederum die Werthe von z oder x + iy
tach der Ganss’schen Methode dargestellt denken durch die
Puncte einer Horizontalehene; und die Werthe untersuchen, welche

die Function e* in dem einzelnen Puncte dieser Ebene alsdann
besitzen wird.
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Wir beginnen mit folgerider Frage. Es sei X eine beliebig
gegebene, reelle oder imaginire Constante; in welchem Puncl
jener Ebene ist der Werth von e* gleich dieser Constante X2

Soll e? = K werden,- so muss z = log A sein. Nun ist zu-
folge des vorhergehenden Satzes der Werth von log K ein viel-
deutiger, namlich von der Form 4 4+ i (B 4+ n.2x), wo 4, B
gewisse reelle Grossen von bestimmten Werthen sind, n hingegen
eine ganze Zahl vorstellt, welche alle moglichen Werthe anneh-
men kann. Fir den gesuchten Punct z ergiebt sich also:

z=log K,
oder
t=A+4+i(B+n.2n),
oder falls wir « 4 iy statt z setzen:
z+iy=4+i(B+ n.2n)._
“Und hieraus ergeben sich fiir die Coordinaten x, y des Punctes
folgende Werthe:

x= A,
{y =B+ n.2m
Demnach giebt es, weil n jede heliebige ganze Zahl sein
kann, auf unserer Horizontalebene unendlich viele Puncte
« + iy oder z, in welchen die Function ¢ den gegebenen Werth
K annimmt. All diese Puncte bilden zusammen genommen ecine
mit der y Achse parallele Punctreihe, und zwar eine Reihe, in
welcher die einzelnen Puncte durchweg .in gleichem Abstande,
namlich im Abstande 27 auf einander folgen. Construiren wir
daher auf der Horizontalebene cinen Flichenstreifen von der Breite
2w, welcher auf der einen Scite von der x Achse, auf der andern
Seite von einer mit dieser, Achse parallel laufenden Linie be-
grenzt ist, so wird innerhalb dieses Streifens nur ein einziger
Punct jener Reihe enthalten sein.

~

Innerhalb des in Rede stehenden Flichenstreifens wird also
— konnen wir sagen — jederzeit ein, und immer nur ein ein-
ziger Punct vorhanden sein, in welchem die Fynction e* einen
beliebig gegebenen Werth X besitzt. Und verschiebt man — so
konnen wir hinzufiigen — einen zu dem Flachenstreifen gehori-
gen Punct in der Richtung der y Achse um die Strecke 27, so
werden die an dem urspriinglichen und an dem neuen Orte dieses
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Punctes vorhandenen Werthe von e* jederzeit unter einander iden-
tisch sein. _

Construirt man demnach einen zweiten Flachenstreifen wie-
derum von der Breite 27, welcher zwischen der zuletat gezoge-
nen Parallelen und zwischen einer andern Parallelen liegt, die
von der x Achse um 4= entfernt ist, so werden die Werthe von
¢* in diesem zweiten Streifen identisch mit denen sein, die in
dem ersten Streifen vorhanden waren. D. h. es wird, falls wir.
uns die beiden Flachenstreifen auf der Horizontalebene verschieb-
bar, und die auf jedem derselben vorhandenen Werthe von e mit
demselben fest verbunden denken, nur einer gewissen Verschiebung
des einen Flichenstreifens bediirfen, um die auf beiden Streifen
vorhandenen Werthe von e mit cinander zur Coincidenz zu
bringen.

Es ergiebt sich somit folgender Satz (Fig. 3):

Theilt man die Horizontalebene
durch Linien, welche der x Achse y
parallel laufen, und im Abstande 27 A

" auf einander folgen, in lauter ein-
zelne Flichenstreifen, so wiederholen
sich die Werthe, welche die Function ~—— —
e*tiy oder e* in einem dieser Strei-
fen besitzt, von Neuem wund genau
in derselben Vertheilung in jedem an- -
dern Streifen. Die Funclion ist also ——
eine periodische Function, und der
Index ihrer Periode gleich 2mwi¥)

Fig. 8.

- %) Puncte, in welchen die Function e* ein und denselben Werth
besitzt, bilden zusammengenommen immer eine mit der y Achse paral-
lele Punctreihe, in welcher die Entfernung von einem zum andern Puncte
hin gleich 2% ist. All diese Puncte haben demnach dieselbe x Coor-
dinate, und y Coordinaten, welche unter einander immer um 2% ver-
schieden sind. Bezeichnen wir demnach einen Punct der Reihe mit
z -4 iy oder z, so werden simmtliche Puncte der Reihe durch
verez— 6mi, z —4mi, z—2mi, z, 24 2mi, z 4 4mi,....
dargestellt sein. Die Function e* hat in all diesen Puncten ein und
denselben Werth; sie bleibt also, konnen wir sagen, in ihrem Werthe un-
gedndert, wenn z um 2#i anwichst. Demnach nennt man 2#i den In-
dex ihrer Periode. )
Neumann, Abel’sche Integrale. ) 2
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‘  Innerhalb eines einzelnen Streifens nimmt die Function dlle mig-
liken reellen und imaginiren Werthe, und zwar jeden nur einmal an.
Wir gehen iiber zur Function cos-z. Zufolge eines friiheren
Satzes (S. 12) ist:
e* =— cos z =+ f sin z,
e—% — cos z — i sin 2,
folglich: .

e e—is
Ccos 2 = —-*-2— .

Wir wollen nun wiederum denjenigen Punct « + iy oder z
der Horizontalebene zu bestimmen suchen, in welchem cos z einen
beliebig gegebenen, reellen oder .imaginiren Werth X besitzt,
in welchem also _ - _

(1) _e':___—_-i; e =K,
d. i.

e — 2Ke* 4+ 1 =0
wird. Da diese Gleichung in Bezug auf ¢z eine quadratische ist,
so werden sich aus derselben fiir ¢ zwei Werthe ergeben, und
zwar zwei villig bestimmte Werthe, deren Product gleich 1 ist.
Ist demnach der eine von diesen Werthen

’ ' == H,
so wird der andere

eiz p— _!_

sein. Demnach ergeben sich aus unserer Gleichung (1) far iz
folgende beiden Werthe-

iz =log H,
1) iz = log 7}{1— = — log H.
H stellt hier eine gewisse von & abhingende véllig bestimmte
Constante vor. Trotzdem ist log H, wie wir wissen, eine viel-
deutige Grésse, namlich eine Grosse von der Form

A+ i(B+n.27),
wo 4 und B bestimmte Constanten, n hingegen eine beliebig
veranderliche ganze Zahl vorstellt. Die beiden in (2) fir z ge-
fundenen Werthe erhalten demnach folgende Form:
) {iz=A+i(B+n.‘21:),

ite=— d—i(B+ n.2n),

oder was dasselbe ist:
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=4 id — (B + n.2n).
Demnach ergeben sich, falls man fir z seine eigentliche Be-

deut.ung x + iy substltuu't fir x, y folgende beiden Werth-
systeme:

(5)

@) o {::—iA+(B+n.27r), .

c=B+4+n.2x, y—— 4,

x=— B—n.2%m, y=A.
Wir haben somit fir die Stelle, an welcher cos z den ge-
gebenen Werth & annimmt, zwei Puncte, oder vielmehr zwei
Reihen von Puncten gefunden; denn durch das Werthsystem
(52) x=PB 4 n.2n, y=— 4
wird eine Reihe von Puncten bestimmt, eine Reihe, welche
parallel mit der a Achse fortliuft, und in welcher die einzelnen
Puncte im Abstande 27 aul einander folgen; und durch das an-
dere in (D) erhaltene Werthsystem _
(5% x=—B—n.2n, y=—24A
wird eine zweite solche Reihe bestimmt.

Theilen wir die Horizontalebene durch Linien, welche der
y Achse parallel laufen, und im Abstande 27 auf einander folgen,
in lauter cinzelne Flachenstreifen, so wird in jedem dieser Flichén-
streifen ein Punct der Reihe (5%), und ebenso auch ein Punct
der Reihe (5%) -enthalten sein.

Demnach wird die Function cos = immerhall eines jeden ein-
zelneh Streifens alle moglichen reellen, und zwar jeden Werth
daselbst immer zweimal annehmen. _

Denkt man sich ferner die in ecinem jener Flichenstreifen
vorhandenen Werthe von cos z mit dem Streifen fest verbunden,
den Streifen selber aber beweglich, so wird es nur einer gewis-
sen Fortschiebung des Streifens in der Richtung der x Achse be-
dirfen, um die auf ihm vorhandenen Werthe von cos z mit denen
ur Coincidenz zu bringen, welche in irgend einemn andern Strei-
fen enthalten sind. .

Ganz analoge Resultate ergeben sich mit Bezug auf die
Function sin z, wie man solches entweder in Almlicher Weise
darthun, oder noch leichter — an das cben Gefundene sich an-
lehnend — mit Hilfe der Formel

sinz=—cos<z+g)

nachweisen kann.



20 ‘ Erste Vorlesung. ' .

Somit haben wir folgenden Satz (Fig. 4): ..

Fig. 4. Theilt man die Horizontalebene durch
Linien, welche der y Achse parallel laufen
und im Abstande 27 auf einander folgen,
in lauter einzelne Flichenstreifen, so wie-
derholen sich die Werthe, welche eine der
< Functionen sin z oder cos z in einem die-
ser Streifen besilzt, von Neuem, und genau
in derselben Vertheilung, in jedem andern
Streifen. Die Functionen sin z und cos z
sind also periodische Functionen, wund

die Indices ihrer Perioden gleich 2m.
Innerhalb eines einzelnen unler den er-
wihnten Flichensireifen nimmi jede der beiden Functionen alle
tiberhaupt maoglichen reellen und imaginiren Werthe, und zwar

Jedweden Werth zweimal an.

Finfter Abschnitt. Die von einem eingzigen Argument abhin-
gende J-Function. -

* Bekanntlich ist die ins Unendliche fortlaufende Reihe:
14 265 4 2688 12015 1 0% 4 .

00
n=—00
bestindig convergent, falls X eine reelle Grésse von negativem
Werthe ist. Versteht man unter X keine reelle, sondern eine
beliehig gegebene imaginire Grosse von der Form 4 + #B, so
wird ganz Aehnliches gelten. Die Reihe wird nimlich alsdann
convergent sein, sobald der reelle Theil von & — namlich
A — einen negativen Werth hat. Genau dasselbe gilt auch dann,
wenn man als Exponenten von e nicht #’k’, sondern einen Aus-
druck von der Form n%K +4 nL nimmt, wo L, ebenso wie K,
irgend welchen reellen oder imaginaren Werth besitzen soll.
Bildet man namlich die Reihe:

n=--00
en’K +nL

n=—0Q0

oder:
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so wird dieselbe — vollig gleichgiltig, welches der Werth von
L ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reelle
Theil von X wiederum einen negativen Werth hat. )

Wir gelangen demnach, wenn wir uns unter X irgend welche
Constante denken, und wenn wir an Stelle von L irgend welche.
variable Grosse 2 (x 4 iy) oder 2z nehmen, zu folgendem Satz:

Die unendliche Reihe -

n=-00
eKn’+ 22n

n=—00

besitzt, falls der reelle Theil der Constanten K negativ ist, und
so lange die Variable z nicht unendlich gross wird, jederzeit einen
vollig bestimmten, endlichen Werth.

Dieser Werth kann als eine Function angesehen werden, welche
von der Variablen z abhingt, und welche ausserdem mit einem
constanten Parameter K behaftet ist; er mag, um solches anzu-
deuten, in Zukunft mit

9 (z, X)
bezeichnet werden.

Wir wollen nun gegenwiartig diese Function & (z, &) naher
untersuchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu
Tage treten lassen.

Da sich in unserer Formel

n=4o00
2

(1) 8 (z, K) = eKn +2zn

n= - 00
die Summation iber alle ganzen Zahlen n von — oo bis 4 oo
_ hinerstreckt, so werden wir offenbar — ohne dadurch- in der
Formel ictgend welche Veranderung hervorzubringen — das darin
enthaltene n mit — n vertauschen, die von dem Argumente z
abhingende Function @ also auch so darstellen konnen:

ne=+4c0

@ - oz, K) = O oKt

ne=s — OO0
Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den‘ Werth der
Function @ fir ein anderes Argument, namlich fir das Argu-
ment — z haben wollen, zufolge (1) die Formel:
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: n=--00
2 — 4
(3) o (__ 2, K) = 2 eKn 2:1’;
» n—=—00

und nunmehr erkennen wir aus (2) und (3), dass die Werthe
von @ (z, K), und von & (— z, K) unter einander identisch sind.
Wir sehen demnach — und solches wirde als erste
Eigenschaft unserer Function & hervorzuheben sein —,
dass der Werth von @ (z, ¥) ungeindert bleibt, wenn
man z mit — z vertauscht. ‘ _

Ferner iiberzeugt man sich leicht davon, dass die Function
¥ (2, K) in ihrem Werthe ungeindert bleibt, sobald man das
Argument z um ein belichiges Vielfaches von =i vermehrt. Be-
trachtet mari namlich in der als Definition dieser Function ange-
gebenen unendlichen Reihe irgend ein einzelnes Glied

eK n’+ézn,

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von =i, z. B. um
p .wi zunehmen lisst, ibergehen in:
eKn’ +2zn42pmi.a
,

’

also abergehen in: :
eKn' + 2zn Ly 2mi

Nun ist (2ufolge des Satzes Seite 12). 2% — 1, mithin auch

e®™ 2" — 1. Wir sehen demnach, dass das betrachtete Glied
unserer Reihe hei der Vermehrung von z um pwi vollig unge-
indert geblieben ist. Gleiches wird natirlich auch von jedwedem
andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch von der Reihe selber
gelten. Versteht man also unter p irgend welche ganze
Zahl, so wird — und dies wiirde als zweite Eigenschaft
unserer Function anzufihren sein — jederzeit .

9 (z+ p.mi, K) = 9 (2, K)
sein. 'Die Function & (z, k) ist demnach eine periodi-
sche, und der Index ihrer Periode gleich mi. Denkt
man sich die Werthe des-variablen Argumentes z oder x + iy
durch- die Puncte der Horizontalebene dargestellt, und denkt
man sich sadann diese Ebene durch Linien, welche der x Achse
parallel laufen, und im Abstande = auf einander folgen, in lauter
einzelne Fliachenstreifen zerlegt, so werden sich die Werthe,
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welche @ (z, K') innerhalb eines solchen Flachenstreifens besitzt,
von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in jedem andern
Streifen wiederholen.

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der
Werth von & (z, k) sich dndert, wenn man das Argument z nicht
um ein Vielfaches von =i, sondern um ein Vielfaches der gege-
benen Constanten X vermehrt. Da sich die als Definition von
@ (z, X) angegebene Reihe von n = — oo his n = <4 oo hiner-
streckt, so wird ihr Werth, falls man n mit n 4 1, oder mit
n 4+ 2, oder mit n 4 3, u. s. w. vertauscht, offenbar véllig un-
geandert bleiben. Es wird daher z. B. vollig gleichgiltig sein,
ob wir als Definition der Function & (z, &) die urspringliche Reihe

n==00

) o (z, K) =
n=——00

eKn’+2:n

nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function
die Reihe

n=+400
(2, K) = 2 Kt tt2:(nt)
n— —00

aufstellen. Die letztere Reilie lisst sich auch so darstellen:

n=4400
8(z, K) = i cKn‘+2(:+K)n+(K+2:)’
n=—00

oder- auch so:
n=-00

@ - 8(2,.1{) — 8K+2:. 2 cKn’+2(z +K)n.

n——0oQ .
Nun ergiebt sich aber andererseits, falls ‘man in (1) an Stelle
des urspriinglichen Argumentes z das Argument z 4 K einsetzt,
fir den Werth, welchen die Function & fiir dieses neue Argu-
ment, annimmt, folgender Ausdruck:

n=+400
3 etk K= > KLrFtRetDn
n——00

Und nunmehr ergieht sich durch Vergleichung von (2) und (3)
sofort, dass

) o+ K Ky = K+2) 50 1)
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ist. Diese Formel lasst sich leicht verallgemeinern. Da namlich
z eineé ganz beliebige Variable ist, so konnen wir fir z beliebige,
und nach einander verschiedene. Werthe nehmen, Setzen wir far
z der Reihe nach die Werthe:

z, z4+ K, z+2K,....z+4+ (¢g—1) K,

wo ¢ eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus
unserer Formel (4) der Reihe nach folgende Gleichungen:

o+ kK = EHT) .8 (s K),
8(z + 2K, K) = ¢~ CK T2 ? (z + K, K),
(z+3Kl()-— — (6K +22) 9+ 24 1()

9 (z + ¢k, If)—e @ =K+ .8 (z+ (g—1) K, K);

und sodann’ durch Multiplication all dieser ¢ Gleichungen:

r

94 gk K) =e KT 50 ),

Hier ist :
s=14+34+5+...4+@2¢g—1)
also:
s-—q'229=q2

-

Somit konnen wir als dritte Eigenschaft unserer Function
@ Folgendes hinstellen: Versteht man unter ¢ irgend
" welche ganze Zahl, so wird jederzeit

8+ gk, &) = ¢~ TH+209 5, g
sein.

Zufolge der vorhin gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt
der Werth der Function ¥ ungeindert, wenn man das in ihr
enthaltene Argument um ein Vielfaches von =i z. B. um p . mi
vermehrt. Demnach wird die linke Seite der zulelzt erhaltenen
Formel in ihrem Werthe keinerlei Aendernng erleiden, wenn
man das daselbst vorhandene Argument z 4 ¢ X mit dem Argu-
mente z 4+ gK& 4 p.mi vertauscht. Thut man solches, so ver-
wandelt sich jene Formel in:

8 (z+ pri+ gk k) = ¢ TEFI 5, )

Und diese Formel kann als der gleichzeitige Ausdruck
der zweiten und dritten Eigenschaft angesehen wer-
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den. Setzt man nimlich ¢ =0, so reprasentirt sie die
zweite, und setzt man p =20, so reprasentirt sie die
dritte Eigenschaft.

Wir wollen schliesslich noch untersuchen, fiir welche Werthe
von z die Function & (z, X) verschwindet. Die Reihe '
n=-00
1) Py (z, K) — X eKn’+ 2zn,
n=—00
durch welche wir die Function definirt haben, wird in ihrem
Werthe véllig ungeindert bleiben, wenn wir darin n mit — n,
oder auch, wenn wir darin # mit — n — v vertauschen, voraus-
gesetzt, dass wir unter v irgend welche ganze Zahl verstehen.
. Somit kénnen wir statt (1) auch schreiben:

n=+00 _
B k)= > KTty
n=-—00 )

oder, wie sich durch Addition von (1) und (2) ergiebt, auch
schreiben:
ne=4-00

B omm—y D |t Kakor—meta)-

n=—00

Da (zufolge des Satzes S. 12) =1 ist, so wird ein

Aggregat von der Form
A + 2

jederzeit Null sein, sobald die Exponenten 4 und B um ix, oder
auch um ein ungerades Vielfaches von ix vou einander ver-
schieden sind. Demnach wird das in (3) unter dem Summen-
zeichen stehende Aggregat Null sein, sobald die darin auftreten-
den Exponenten

n {I(n’-l—2zn, und

k Kin+v)?—2z(n+ )

um ein ungerades Vielfaches von =i differiren., Findet solches
nicht nur statt fir ein bestimmties n, sondern fir jeden belie-
bigen Werth der Zahl n, so werden saimmtliche Glieder der
Reihe (3) Null werden, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h.
bestimmt man die Variable z der Art, dass die beiden
Ausdriicke (4) fir jeden beliebigen Werth der ganzen
Zahl n um ungerade Vielfache von =i verschieden sind,
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so wird fir diesen Werth der Variahlen die Function
@ (z, K) verschwinden. Die Differenz der beiden Ausdriicke
(4) ist gleich
22 (2n 4 v) — K 2nv 4 vY),
d. i. gleich:
(22— vK) 2n + v).

Macht man daher, was den gesuchten Werth der Variablen z an-
belangt, folgenden Ansatz:

(5) 2z =p.mwi 4 v. K,
so verwandelt sich jene Differenz in:
(6) wi.p(2n 4 v);

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von =i werden, sobald
man die ganzen Zahlen g und » der Art wahlt, dass das Product
: w(2n 4 v)
ungerade ausfillt. Solches aber kann offenbar nur dadurch er-
reicht werden, dass man fiir u eine ungerade Zahl, und gleich-
zeitig fur v ebenfalls eine ungerade Zahl nimmt. Thut man aber
dies, so wird die in Rede stehende Differenz (6) in der That —
und zwar gleichgiltig, welchen Werth die darin enthaltene Zahl
n auch immer besitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches
von mi werden. Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss:
Sind g und v irgend welche ungerade ganze Zahlen, so wird
die Function @ (z, k) fiir das Argument
widv. K
pmemtpes

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: Versteht man |
unter p und ¢ zwei vollig 'belleblge ganze Zahlen, so
wird @ (2, X) jederzeit Null werden, sobald man

2p41 ., 2941
3 i + 2 K

z = y

z=(p+%)m'+(q+%)lf
setzt.

Denken wir uns die Werthe der Variablen z oder « 4 iy
nach der ‘Gauss ’schen Methode dargestellt durch die Puncte der
Horizontalebene, so lassen sich die den Formeln
(1) r=p.wi+gqg.K
und
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1 . 1
() z=p+;)m+(q+;)lf
entsprechenden Puncte leicht construiren. Es sei (Fig. 5) & der-
v Fig. b.

jenige Punct, durch welchen die gegebene Constante X darge-
stellt wird,*) ferner im derjenige, durch welchen die Constante
= reprasentirt wird, und endlich O der Anfangspunct; man con-
struire ein Parallellogramm, von welchem drei Ecken in den
Puncten KX, im, O liegen, und theile sodann die ganze Horizon-
talebene in lauter Parallellogramme, welche mit dem eben con-
struirten congruent sind. Die Puncte (1) werden alsdann die
Eckpuncte, und die Puncte (2) die Mittelpuncte dieser
Parallellogramme sein. Die Function & (z, k) wird also ver-
Schwinden in den Mittelpuncten der Parallellogramme.
Bezeichnen wir, wie das mit Ricksicht auf unsere spateren
Untersuchungen zweckmaissig erscheint, dic in & vorkommende
Variable nicht mit z, sondern mit U, so konnen wir die Ergeb-
nisse, zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise
Zsammenfassen:
Die unendliche Reihe -
n=400
2 eK nt42Un
. n=—00
besitzt, falls der reelle Theil der Constanten K negativ ist, und
% lange, als die Variable U nicht unendlich gross wird, jederzeil
¢inen vllig bestimmien, endlichen Werth.

*) Dieser Punct X wird, beilsufig bemerkt, weil der reelle Theil
der Constanten K negativ ist, jederzeit links von der y Achse liegen,
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Bezeichnet man diesen Werth mit & (U, K), setzt man also

n=<400
. '9(U, K) = 20081""-*-2”"’
n=—

so gelten jederzeit folgende Formeln:
1<}("_' U, K) == G(Uv K)’
SU+muitnk B)=e X120 51, ),
B(m + ) =i + (n + §) K, k) =0,
wo unter m und n belicbige, positive oder negalive, ganze Zahlen
2u verstehen sind.

Sechster Abschnitt. Die von beliebig vielen Argumenten
abhingende &-Function.
Unter )
K“, Klz’ .Kla’ oo Kl,,
Kn, K237 P Kzn,
. ) Ksa, oo Ks;,
KJ!
mdgen gegebene Constante, ferner unter
U, Uy Ug.....U "
beliebige Variable, und endlich unter

L[]
ny, Ny, Ng, ... N

irgend welche ganze Zahlen verstanden werden. Wir bilden
nun die Exponentialgrosse *)

e(K“n,‘ + 2Konyny + ... Kune®) + 2(Uyny 4 ... Uyny)

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer sfachen Sum-
mation; die erste Summation soH sich auf alle nur méglichen
Werthe der ganzen Zahl n, beziehen, sich also von n, = — oo -
bis n; = <+ oo hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise

*) Ausfiihrlicher geschrieben wiirde der Exponent von e folgen-
dermassen lauten:

(Kynmy+ Kiony. ...+ Kiane) ny + 20U, ny
+ (K4 Koany - oo o - Kagsty) ny + 20, 2,

+ (K.|n1+K.gnz cee . + K..n,) n,+ 2»”.'!..



_Die von beliebig vielen Argumenten abhingende &-Function. 29

von n,=——o00 bis n,= 400, u.s. w., endlich die letzte von
ngs = — 0o bis n, = <4 oo hinerstreckt sein. Die hierdurch ent-
stehende sfach nnendliche Reihe mag mit

Z'e(K"""+2K“"‘n'+ vt Ean?)-2(Uin, + .. Uin,)

bezeichnet werden, wo also f’ jene s auf einander folgenden

Summationen andeuten soll.

Man gelangt nun, was die Convergenz dieser sfach un-
endlichen Reihe anbelangt, zu folgendem Satz:

Die sfach unendliche Reihe

28(K,,n,’+2l{,,n,n, oo F Kygn) - 2(0,0 4 ... Usny)

besitzt , falls der reelle Theil des Ausdruckes
K n®+2K,n ny... + K, n
far sammtlicke Werthsysteme der ganzen Zahlen ny, ny, .. ns
negativ ist*), und falls keine der Variablen
U, Oy ... U,

unendlich gross wird, jederzeit einen villig bestimmten, end-
lichen Werth.

_ Dieser Werth kann als eine mit den Constanten K behaf-
tete, und von den Variablen U abhingende Function angesehen
werden, und soll demgemdss mit

U, U, .. U)
bezeichnet werden. .

.

*) Der reelle Theil des Ausdrucks
Kynt+2Kamn+.... 4 Kuni?
ist, falls man die reellen Theile der Constanten K, , K,, ... K,, der
Reihe nach mit 4,,, 4,,, ... 4, bezeichnet, folgender:

Ayn24+24,nn,4 ... 4 Aun, .
Soll nun dieses Aggregat fiir jedes beliebige Werthsystem der Zahlen
n,, ny, .. .n negativ sein, so iiissen die Grissen Ay, A,,, ... 4,
wie hxer beildufig bemerkt werden mag, der Art beschaffen sem dass
die Waurzeln ¢ der Gléeichung s. Grades -

Ay—o Ay, oo A
A!l. Ayy—Q . ... 4y,

-,

Aal An c e A"—Q
simmtlich negativ sind.
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Wir wollen nun — 3ahnlich wie frither bei der von einem
einzigen Argumente abhingenden & -Function — gegenwartig
die Eigenschaften dieser von mehreren Argumenten abhingen-
den Function in Untersuchung ziehen; der grosseren Bequemlich-
keit halber wollen wir uns dabei aber vorliufig auf den Fall be-
schrianken, dass die Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den
Fall, dass s = 3 ist.

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun:

W) o, 0, v)=x 2TVt Uin)

wo unter f oder [ (n, n,, n;) der Ausdruck
2) f=/F(nyny ng) = Kyyn?®+ 2 Kjgnyng + 2 Kyg ny ng
+ Kppny® + 2 Hy5 nymy
+ Ky g’
zu verstehen ist. Da sich in der Formel (1) die Summation X

fir jede der ganzen Zahlen n,, n,, n, von — oo bis + oo hin-
erstreckt, so werden wir — ohne dadurch in jener Formel irgend’
welche Verinderung hervorzubringen — die Zahlen n,, n,, n,,
mit — n;, — n,, —n, vertauschen, die von den Argumenten
U,, U,, U; abhingende Function & also auch so darstellen kénnen:

3) 8 (U, Uy, Ug) = s/ 2WUm+Un+U, "3),

wo das im Expenent enthaltene / mit dem in der Formel (1) vor-
-handenem £ vollig' identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn
wir die Function @ nicht fir die bisher betrachteten Argumente
Uy, U,, U;, sondern fir die Argumente — U,, —U,, — U, haben-
wollen, zufolge (1) die Formel: :

(4) 9 (__ U‘, _ U2, . U3) — zef’_‘ 2(Uyn 4+ U, ny+ Ua"a).

Und nunmehr erkennen wir durch Vergleichuﬂg von

(3) und (4) sofort, dass

) o (=T — Uy — Uy) =8 (Uy, Uy Us)

ist, dass also der Werth unserer Function ungeandert

bleibt, wenn man gleichzeitig simmtliche Argumente

in ihr Gegentheil umschlagen liasst. Dies wiirde als

erste Eigenschaft unserer Function hervorzuheben sein.
Ferner ist, weil e2”i= 1 ist, zu bemerken, dass die Expo-

nentialgrosse
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e/'+2(”1"|+”:":+”s"s)

ungeindert bleiben- wird, sobald man die Variablen U, U,, U,
um irgend welche Vielfachen von =i vermehrt; und dass dem-

nach Gleiches auch von der Function
G(Ul’ U21 U3 J+2(UI "l+”2 n!+”’ "3)

gelten muss. Somit erglebt sich — was als zweite Eigen-
schaft unserer Function anzufithren sein wirde —, dass,
falls @, b, ¢ irgend welche ganze Zahlen vorstellen,
jederzeit

© & (U, + ani, U, + bni, Uy + cmi) = 8(U,, U,, Uy)
sein wird. Die Function & (U,, U,, U,) ist also fir jedes der
Argumente U,, U,, U; eine periodische, und der Index fur
jede dieser drei Perioden gleich m:.

Da sich die Summation in der Formel

(7) 9(U,, U21 Us) —_ é‘e/(n" ny n3) + 2 (Uy ny 4 Uy ny + Uy "s)’

was die Zahl n, anbelangt, von n, = — oo bis n, == 4 oo hin-
erstreckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend
welche Veranderung hervorzurufen, n, mit », + 1, oder mit », + 2,
oder n, + 3 u.s. w. vertauschen kdnnen. Setzt man n, 4+ 1 an
Stelle von n,, so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Aussehen:

(8) B(Un U,, Ua) =Z'e’(n'+l’ n,m) +2U,+2(0, "1+Ul"z+ua"s),

Das erste im Exponenten von e auftretende Glied
finy + 1, ny, ny)

hat wie sich aus (2) ergiebt, folgende Bedeulung
[y + Lngng)=f (ny,nymg) + 2 (Kyym, + R 12+ Kygng) + Ky

Substituirt man diesen Werth in die Formel (8), so ergiebt
sich, falls man die von den Zahlen n,, n,, ny unabhingigen Fac-
toren vor das Summenzeichen treten lasst:
0 &, U, U;) =
__...._8Ku+2 Un.zef("u 7‘:,”4)+2((U|+Kn)"|+ (”:'I'Kn)"z""(”s"‘Ku)"s) .
Diese Formel reprasentirt, ebenso wie die urspriingliche For-
mel (7), denjenigen Werth, welchen die Function @ fur die Ar-

gumente U,, U,, U; annimmt; sie ist demnach nur als eine ge-
wisse Umgestaltung jener urspriinglichen Formel anzusehen.

~
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Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen,
welchen die Function @ fir gewisse andere Argumente, namlich
far die Argumente U; + X,,, U, + K,,, U, + Kj, annimmt. Dieser
Werth wird zufolge (7) dargestellt durch die Formel;

(10) &(Uy + Kyy, U, + Ky, Uy + Kyy) =
— Zef("l»."z»"a) +2 ((I/x+ Ky) n+ (Uy + Kyy) n, + (”l+KSl)n3).

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (9) und (10)
augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systemes:

[8(U, + Ky, Uy + Ky, U+ K31)=e—(K“+2U‘)-‘9(Un Uy, Uy),
(11) 8(Ul + Kl?’ U2 + K22’ U3 + K32)=e_(Ku+2llz)'e( Ul’ U‘Z' U3)7

& (U + Ky3 Up + Koy, Uy + Ksa)ze_(Kn-,-?Ua)-e(Ub Uy, Uy).
Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich offenbar
in ganz analoger Weise ableiten lassen.

Es ist dbrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere For-
mel zu finden, namlich eine Formel, welche die des soeben auf-
gestellten Systems als ganz specielle Falle in sich fasst. Wir
gehen zu diesem Zweck wieder von Formel (7) aus, und setzen
in dieser n, + «, ny+ f, ng -+ an Stelle von n,, n,, ng, wo a, §, y
ganz beliebig gewahlte, positive oder negative ganze Zahlen
vorstellen sollen. Dadurch ergiebt sich
(12) (U, Uy Uy)= . .

— e’("i+aﬂ ny+6, "s+1’)+2(1/| ("s+¢)+Uz("2+p)+va("s+‘y)).

Zur Abkiirzung mag nun gesetzt werden:

.. [y, ny, mg) =1,
(13) x, {f(a, B, 7) =o,

und ferner: _
Ko+ Kyp+ Kyyy=9,
(14) - Ky + Ky B+ Kygy =9y
Ky o+ Kyp B+ Kygy =g
Multiplicirt man diese drei letztern Gleichungen der Reihe nach
mit «, B, y, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden
mag: ’
Kye?+ 2K e+ ...+ K=o e+ 9,8+ 59, -
d. i. mit Ricksicht auf die in (13) eingefuhrte Bezeichnung:

(15) =g, ¢+ 9+ g57.
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Nunmehr lasst sich der in unsrer Formel (12) enthaltene Ex-
ponent von e auch so darstellen:

f+o+2@n+ o9+ gn+

+ 2(Uyng + Uyny + Ugng) + 2(Uy a + U, B + Uy y).
Substituirt man diesen Werth in (12), und lasst man zugleich
die von den Zahlen ny, n,, n; unabhingigen Factoren vor das
Summenzeichen treten, so erhalt man:

(16) ®(Uy, U, Uy) =
=e‘P+2(”1“+”26+Ua1')_zbf+2((ul + @) 2y (U +9) ny + (”a+9’3) n,).

Nun ist nach (7) und mit Riicksicht auf die in (13) eingel‘ﬁhrte
Abkiirzung:

80, U, U)=2 T 2Win+ Uyny+ Usny)

Wollen wir daher den Werth unsrer Function & nicht fir
die bisher betrachteten Argumente U,, U,, U,, sondern fir die
Argumente U; 4+ ¢y, U, + @,, U; + @, haben, so erhalten wir
folgende Formel:

(17) O + 91, Uy + 9y, Us + 93) =
— 26f+ 2((”1 + @) 7+ (Vs + @p) ny 4 (Us + ‘Ps)”s).

Und nunmehr ergiebt sich durch Division von (16) und (17):
(18) 3 +ou Ut 9, Ustos) — 0—9’_2(”|“+Uzﬁ+037)
8, U, Uy) ’
eine Formel, in welcher U, U,, U, vollig beliebige Ar-
gumente vorstellen, in welcher ferner o, 8, y irgend
welche ganze Zahlen sind, und in welcher endlich
@1, Py, P35, @ die aus diesen Zahlen und aus den ge-
gebenen Constanten X zusammengesetzten Ausdricke
(14) und (15) darstellen.
Man erkennt sofort, dass diese Formel die frither in (11) auf-
- gestellten Gleichungen als ganz specielle Falle in sich enthalt, dass
"“namlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (18) sich er-
geben, sobald man in derselben fiir die Zahlen e, 8, y der Reihe
nach zuerst das Werthsystem 1, 0,0, dann das Werthsystem
0,1, 0, endlich das Werthsystem 0, 0, 1 nimmt.
Es handelt sich nun darum, dieser allgemeinen Formel (18)

ein etwas einfacheres Aussehen zn geben, als es bisher der Fall
Neumann, Abel'sche Integrale. 3
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ist. Zu diesem Zweck bezeichnen wir die neuen Argnmente U, + ¢,,

Uy+ o, Uy+ @, mit W,, W,, W,, setzen also (vrgl. (14)):
Wy=U+o=U+ Ko+ K, + K37,

(19) Wo=U, + ¢,=0U, + Koo+ Ky + Koy,
Wy=Us+ @3=Us + Ky @ + Ko f + Ky .

_ Multiplicirt man diese Gleichungen mit @, g, y, und addirt,

so ergiebt sich:

Wia + W+ Wyy=(U,¢ + U, + Usy) + (9« + 9,8+ 93 7),

also mit Ricksicht aul (15)

L Wiet+ W+ Wyy= (U« + 0,8+ Usy) + o,

. i

(20)  —o=(U,a+ U, + Usyy)—(W,a+ W,B+ Wyy).

Mit Ricksicht auf die in (19) eingefihrten Bezeichnungen und

mit Riicksicht auf den soeben in (20) fir —¢ gefundenen Werth

verwandelt sich nunmehr unsere allgemeine Formel (18) in fol-

gende: A

(21) F(Wy, We W) — ((”’t+U|)“+("’3""”2)3“’(”’3'*‘”3)7).

W, Uz, Us)

Sind also — so kéonnen wir uns gegenwirtig aus-
driicken — die Argumente W, W, W; mit den Argu-
menten U, U,, U; durch Gleichungen von [olgender
Form verbunden

Wi=U,+ Ky e+ K, + K37,
(22) Wy=U,+ Ky &+ Kpff + Koy,

Wy="Us+ Ky ¢+ Ky, f + K3y,
wo «, 3, y beliebige positive oder negative ganze Zahlen
vorstellen, so wird zwischen &(W,, W,, W;) und zwi-
schen &(U,, Uy, U,) jederzeit dic in (21) angegebene Re-
lation stattfinden. Wir bezcichnen die in diesem Satz
enthaltene Eigenthiimlichkeit der Function & als die
dritte Eigenschaft dieser Function.

Eine ahnliche Relation lisst sich iibrigens auch dann leicht .
aufstellen, wenn wir an Stelle der Argumente W, W, W, ge- -
wisse andere Argumente V), F,, V; nchmen, welche mit den
urspriinglichen Argunienten U,, U,, U; nicht durch dic Gleichungen
(22), sondern durch die Gleichungen:

: Vi=U, +a.ni+ Ko+ K8+ K9,
(23) Vo= Uy + b.mi+ Ky + Hypf + Koy,
Fy=Uy + c.mi+ hye + Kyf + Ky
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verbunden sind, wo «, b, ¢ — chenso wie o, 8, y — beliebige
positive oder negative ganze Zahlen vorstellen sollen. In diesem
Falle werden ¥, — a.mi, ¥, — b.%i, V3 — c.mizu U, Uy, Uy
in genau derselben Beziehung stehen, in welcher zuvor Wy, W,, ¥,
zu U,, U,, Us standen. Demnach wird zufolge (21)
¥V, —a.mi, .... —( (7 U—axda4....

(24) ( lo(”“‘..) )=e (( l+ 1 ') + )
sein. Zufolge (0) ist aber, weil «, b, ¢ ganze Zahlen sind,

¥V, —a.mi, V,—b.mi, Vo —c.mi)=3(F,, Vy F3)s
ferner sind, weil &, B, y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die
Exponentialgrossen

aeni bfmi cywi
e ,eﬁ,ev

jederzeit — + 1, folglich:

aami —aani bfmi —hBmi cymi —cymi
e = e ,ep:—.cp,ev=cy.

Demnach kdnnen wir die Formel (24) auch so schreiben:
(25) 9 Vl'VﬂVR)__ e—((V|+U|+”"0“+(Vz+uv+""i\ﬁ+(Vs+”s+""i)7)-
YU, Uply)
Somit ergiebt sich also folgender Satz:
Sind die Argumente 7,, V,, ¥, mit den Argumenten
U,, U,, U, durch Gleichungen von folgender Form ver-
bunden:

Vi=U+ (e.ni+ o Ky + B Ky + 7 Ky),
Va=Up+ (b.mi+ a Ky, + Ky +y kyp)
Vs=Us + (c.mi + « Kj3+ B Kyy +y Ky),
wo a, b, ¢, a, B, y beliebige ganze Zahlen vorstellen,
so wird zwischen den Werthen von 9(7,, ¥,, 7,;) und
9 (U, U, U,) jederzeit die in (25) angegebene Relation
stattfinden. )

Offenbar kdnnen wir simmtliche Ergebnisse, zu welchen wir
hier gelangt sind, sofort auf den Fall iibertragen, dass die be-
trachtete @-Function nicht von drei, sondern von beliebig
vielen Argumenten abhdngig ist. Wir kommen alsdann zu fol-
gendem Resultat:

- Die durch die Formel

8(”11 Uzs . U;)::Z'e(Ku nf 2K nn_ ... 4K )42(0n+... +U,sn,)

-

definirte Function & (Uy, U, ... U,) bleibt in ihrem Werthe unge-
. 3%

A J
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dndert, sobald man simmtliche Argumente U, U,, .. U, in ikr
Gegentheil umschlagen ldsst; es ist nimlich jederzeit

¥(—-U,—U,...—U)=8U, U, ...U).
Betrachtet man ferner zwei Systeme von Argumenten Uy, U,, ... U,
und Vy, Vo, ... Vs, welche mit einander verbunden sind durch
Gleichungen von folgender Form: :
Vi=U + (mmi + n, Ky + ny Ky + ... + n,K,,y),
Vo="U, + (mymi + n, Ky + n,Kyy + ... + 7, Kss),
Ve="U, 4+ (m:mi + ny K + n2K2s +...+ ":Ku),
wo die m, n beliebige positive oder negative ganze Zahlen vorstel-
len; so wird zwischen den -Werthen, welche die Function ¥ fir
das eine und fur das andere System annimmt, jederzeit folgende
Relation stattfinden :
¥y Voo o Q ! e Zny(Pyt Up+ my.xi),
U, Uy..U) — -
Die Summation Z ist hier itber x =— 1, 2, ..s hinerstreckt zu
denken.

Wir wollen der Vollstindigkeit willen schliesslich noch " die-
jenigen Werthe der Argumente U,, U,, .. U zu ermitteln suchen,
far welche die Function & Null wird. Zufolge der Definition ist

a Uy Uy...U)=ZeFln,n,..n)

wo F(ny, n,, .. n,) zur Abkiirzung steht fir folgenden Ausdruck:
2) F(ny, ng, . . 0) =TT Kyaneny + 2 ZUpny,

in welchem die Summationen & itber x —=1, 2, ... s und iber
. A=1,2, .. s hinerstreckt zu denken sind.

Die in (1) angegebene Formel erleidet, wie bereits mehrfach
bemerkt, keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen
Zahlen ny, ny, . . . n, Mit — (n; +.9,), —(ny + vy), . .. — (ns+v,)
vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter v, v, ..., irgend
welche beliebig gewahlte ganze Zahlen verstehl. Demnach kdnnen
wir an Stelle von (1) auch schreiben:

(3) 8(Uy Uy ... U) = Z e Mo ~Hrp )
oder, wie sich durch Addition von (1) und (3) ergiebt, auch
schreiben :

’
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(4) 80, Ty, .. U)) =
— * z{er("n"v ceomy) + ep(—"l—"n—":—'xv —'l.—'.)}'

Ein Aggregat von der Form e + ¢B verschwindet, sobald die Ex-
ponenten 4 und B um ein ungerades Vielfaches von =i verschieden
sind. Demnach wird die Function (U, U,,...U) ver-
schwinden, sobald die Differenz
(8) 4=F(—ny—vy, —ny—Vy, ... —n,—v,) — F(ny, ny, ... n,)
fir simmtliche Werthsysteme der Zahlen» immer gleich
einem ungeraden Vielfachen von =i ist. Nun ist mit Rick-
blick auf (2)

F(ny, ....)=ZZKnen; + 22 Uyn,
F(—nl —Vyy eend) =ZZHaneny + 22(ne Zhavi) + ST Kqvyev,

— 22 Upny — 22Uyvy;

somil ergiebt sich fir jene Differenz 4 folgender Werth:
6) 4=2Zny(—2Ux+ ZKuvi) + EZKavevy —2ZUyv,.
Wir machen uun, was die hicr gesuchten Werthe der Argumente
U anbelangt, folgenden Ansatz:
(7) 2Ux==px.mi + zlexly
d. i
(7a) 2Ue=pe.%i + v\ Ky + Vo Kpu + .. + v, Ky,
WO [, M, ..., beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Als-
dann verwandelt sich der fir 4 gefundene Werth in:

(8) A= —22ny.pxmi + EZ Kqvevi— Z(uxmi 4+ vy Ky3) vy,
d. i. in:

9 Ad=— 27 Znypy — mi Z pyvy,

oder in: '

(10) 4= — ni(2Znepu, + Zp.vy).

Hieraus aber ergiebt sich, das die Differenz 4 — mégen
nun die Zahlen n beschaffen sein, wie sie wollen — jederzeit ein
ungerades Vielfaches von =ni sein wird, sobald nur

Zpyvy
eine ungerade Zahl ist. Unsere Function ¢(U,, U,,... U,)
wird daher, falls man fir die Argumente U die in (7) angegebenen
Werthe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Wer-
then enthaltenen Zahlen u, v der Bedingung
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Zu,ve = ungerade
Geniige leisten. Wir gelangen demnach zu folgendem Satz:
Versteht man unter gy, py, ...y und vy, v,, ... vs irgend
welche positive oder negalive ganze Zahlen, welche der Bedingung
pVy + uyvy + ...+ p,vs = ungerade
Geniige leisten, so wird durch die Formeln
Uy=4%(w.mi+ v K+ voly, + ... 4 v Ksy),
Uy=13 (g. i + v, Ky + vyl + ... + vs Ky,),
U= (its.mi + v\ K\ + v, 5, + ... + vs Ky)
Jederzeit ein Werthsystem der Argumente Uy, U,, ... Us darge-
stellt sein, fir welches die Function 3 (Uy, U, ... U)verschwindel.
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Functionen mit zwei reellen Argumenten in ihrer
Ausbreitung auf der Horizontalebene.

Erster Abschnitt. Ueber die raumliche Ausbreitung einer von
einem einzigen Argumente abhingenden Function; Auffassung
der Endlichkeit als eines nothwendigen Bestandtheiles der
Stetigkeit.

Um von einer Function U = U (x),®die nur von einem
Argumente x abhingt, was die Auleinanderfolge ihrer Werthe,
und was Oberhaupt ihren ganzen Charakter anbelangt, eine an-
schauliche Vorstellung zu erhalten, bringen wir eine horizontale
gerade Linie in Anwendung, welche von irgend cinem festen
Punct 0 aus ins Uncndliche hin fortlauft. Wir bedienen uns
pamlich der auf einander folgenden Puncte dieser Linie, um die
auf einander folgenden Werthe des Argumentes geometrisch
darzustellen, indem wir fir jeden beliebigen Werth a des Argu-
mentes immer denjenigen Punct jener Linie zuw Bilde nchmen,
welcher von O aus gerechnet die Abscisse a besitzt, und welcher
kurzweg der Punct & genannt werden mag. Jedem Puncte «
entspricht alsdann ein gewisser Werth der Function. Wir
stellen die Grosse dieses Werthes ebenfalls bildlich dar, namlich
durch ¢in Perpendikel, welches wir in jenem Punct auf der Hori-
zontallinie errichten.

Denken wir uns in jedem Punct der Horizontallinic den zu-
geharigen Werth der Function durch ein solches Perpendikel dar-
gestellt, so werden dic Spitzen aller dieser Perpendikel zusam-
mengenommen eine gewisse Curve bilden, und diese Curve ist
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es, welche uns eine genaue Vorstellung liefert von dem Charakter
der Function. _

Bei Anwendung dieser Methode werden die Werthe der
Function iiber die Horizontallinie hin ausgebreitet. Um-
gekehrt konnen wir sagen, dass uns hier die Horizontallinie als
Trager dient far die auf einander folgenden Werthe der Func-
tion, namlich als Triger dient fir die Perpendikel, durch welche
jene Werthe veranschaulicht werden.

Ferner werden wir mit Hinblick auf diese geometrischen Vor-
stellungen jetzt von den Werthen sprechen kénnen, welche die
Function in irgend welchen Puncten oder auf irgend welcher
Strecke der Horizontallinie besitzt, indem wir darunter natarlich
dicjenigen Werthe verstehen, welche durch die von jenen Puncten
“oder von jener Strecke getragenen Perpendikel dargestellt werden.

Betrachtet man die Werthe, welche die Function auf irgend
einer gegebenen Strecke der Ilorizontallinie besitzt, betrachtet
man also diejenigen Perpendikel, welche auf dieser Strecke er-
richtet sind, und zeigt sich, dass die Spitzen aller dieser Perpen-
dikel unter einander zusam'menh.‘ingen, dass namlich diese
Spitzen in ihrer Gesammtheit eine Curve bilden, welche — mag
sie nun gekriimmt und geknickt sein, wie sie wolle — in un-
unterbrochenem Zuge von der einen nach der andern Seite
hin fortlauft, so soll die Funclion auf jener Strecke stetig ge-
nannt werden. Unstetig hingegen soll die Function auf jener
Strecke heissen, sobald die eben erwihnte Curve in ihrem Zuge
irgend welche Unterbrechungen darbietet.

Desgleichen soll, wenn wir irgend welchen Punct der Hori-
zontallinie betrachten, die Function in diesem Puncte stetig oder
unstetig genannt werden, je nachdem die Spitze des von die-
sem Punct getragenen Perpendikels it den Spitzen der nach

Fi rechts und links hin benachbarten

ig. 6. R N

Perpendikel im Zusammenhang
‘ steht oder nicht. Ist z. B. irgend
;\ eine Function U= U (x) durch die
\ 4 Curve pq (Fig. 6) dargestellt, so
§ wird diese Function auf der Strecke
c ab, und ebenso in jedem einzel-
nen Puncte dieser Strecke stetig heissen. Auf der Strecke b¢
hingegen wird sie unstetig zu nennen sein. Diese Unstetigkeit auf
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der Strecke b¢ rithrt nur von einem einzigen Puncte her; denn
mr in » ist die Function unstetig, wahrend sie in allen dbrigen
Puncten jener Strecke stetig bleibt. ’

Wir betrachten ferner eine Function, welche fiir irgend einen
Werth des Argumentes unendlich gross wird, z. B. die Func-

tion tg? 2, welche unendlich gross wird fir & — %. Es sei pg
(Fig. 7) die Curve, durch welche diese Function auf der Strecke
x=% bis x = ?T’ dargestellt wird. Das

nitlere Perpendikel auf jener Strecke,

Fig. 7.

nimlich das im Punct x = % errichtete,

ist unendlich lang, walrend die zu
beiden Seiten befindlichen Perpendikel —
migen sie nun dem mittleren so nahe
liegen, wie sie irgend wollen — durch-
weg von endlicher Lange sind. Dem- 3
nach ist die Spitze des mittleren Perpen-
dikels ausser Zusammenhang mit den
Spilzen der nach rechts und nach links
hin benachbarten Perpendikel; folglich die

oy -----

.54
4

Function tg? x im Puncte x =-;—‘ unstetig zu nemnen.  Gleiches
wird, um andere Beispiele anzufithren, von der Function tg x im
. \ . 1 1 j
Puncte £ = %, und gleiches von den Functionen — und — '™
2 x x

Purcte # == O gelten. Ucherhaupt werden wir ganz allgem®in
sagen konuen: Besitzt eine Function U (x) in irgend einem
Puncte x einen unendlich grossen Werth, so ist sie in
jenem Puncte auch jederzeit unstetig. Oder: Die Func-
tion kann in irgend einem gegebenen Punct nur dann
stetig sein, wenn sie daselbst endlich ist.

Man sieht ibrigens leicht, dass die Definition, welche wir
hier fir ,,stetig und unstetig“ gegeben haben, der bis jetst
gebrauchten geometrischen Fassung leicht entkleidet werden kann.
Wir kénnen dieselbe in voller Strenge so aussprechen:

Eine Function U = U (x) ist zwischen x = a und x = b
sletig oder unstetig, je nachdem die Werthe, welche U bei einem

_’Aﬂm[lchsen des Argumentes von x = a bis x = b durchliuft, eine
2usammenhdingende Reike bilden, oder eine Reike bilden, die
irgend welche Spriinge macht.
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Eine Function U (2) soll eindeutig heissen, wenn sie fir
jedes gegebene a immer nur einen Werth hat; hingegen mehr-
deutig genanntk werden, sobald sie fur ein gegebenes x meh-
rere Werthe besitzt. So ist z. B. U= a? cine eindeutige,
hingegen U = a} ecine zweideutige Function.

Uebrigens werden auch Functionen vorhanden sein, welche
abwechselnd, fir einige Werthe des Argumentes eindeutig, und
fir andere Werthe desselben mehrdeutig sind. Denken wir
uns z. B. eine Function U (x), deren Werthe durch die Curve pg
(Fig. 8) dargestellt sind; diese Function wird dann auf der Sirecke

ab, und ebenso auch auf der Strecke
q cd cindeutig, auf der Strecke be
hingegen dreideutig sein.

Es sei U= U (x) irgend eine

Function, welche auf der Strecke
— .. x=ua bis x = b eindeutig und
stetig ist. Die Curve, durch welche
die Werthe der Function auf jener Strecke dargestellt werden,
wird alsdann beliebig gekrimmt und geknickt séin konnen; aber
nirgends ins Unendliche gusteigen, und iberhaupt in ihrem Zuge
keinerlei Unterbrechungen darbieten; sie mag (Fig. 9) die Form
«f besitzen.

Fig. 8.

Fig. 9. Es sei pg irgend ein
unendlich kleines Ele-
ment dieser Curve, fer-
ner seien x und x, die-
jenigen Puncte, welche
auf der Ilorizontallinie
gerade unter p und ¢
liegen, also x; —— x die

(0 J—

T7x a TTr ¥ 7 b Entfernung der beiden
Puncte « und z; von einander.*)

1
1l
a

Man kann die Ilohe, um welche die Curve bei ibrem Fort-
gange von p nach ¢ senkrecht emporsteigt, d. i. die Grosse, um

*) Es sollen niimlich x, x;, und ebenso auch a, r, s, b nicht nur
die Namen der s0 bezeichneten Puncte scin, sondern gleichzeitig auch
die Entfernungen vorstellen, welche diese Puncte vom Anfangspunct
0 aus besitzen.
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welche das Perpendikel ¢a, linger als das Perpendikel pa ist,
in folgender Weise darstellen:

¢, —px = (¥, — ). g @,

wo @ den Winkel bezeichnet, unter welchem das kleine Curven-
element pg¢ (oder dic Tangente mn) gegen die lorizontale ge-
neigt ist. Bekanntlich ist nun tg @ gleich dem Werthe, welchen

der Differentialquotient :;i} =U (a.:) in dem unter p licgendem
Puncte « besilzt; mithin:
TE — pa = (2, — a). U (al,

oder, wenn man die Entfernung der beiden Puncte @ und o,
von cinander mit dx bezeichnet :
gx, — px = dx . U’ ().

Dieser Ausdruck U’ (x) . dx ist es also, welcher die Hohe
voustellt, um welche die Curve bei ibrem Forlgange von p nach
¢ senkrecht emporsteigt.

Denkt man sich die Strecke von & = « bis = » in lauter
unendlich kleine Elemente do zerlegt, denkt man sich sodann
den Werth des Ausdrucks U’ (2) . de der Reihe nach fir jedes
dieser Elemente aufgestellt, und endlich alle diese Werthe sum-
mirt, so wird man dic ganze Hohe erhalten, um welche die Curve
bei ihrem Fortgange von e nach ¢ scnkrechit emporsteigt. Die
eben genannte Summe wird aber dargestellt durch “das bestimmte

r
- Integral J U (a) . dx ; somi ergiebt sich:

or — wa =j U’ (a) . da,

oder, wenn man beachtet, dass @« und p7 die Werthe vorstellen,
welche die gegebene Function U (x) in den Punkten « und »
besitzt: -

U(r) — Ula) =‘/.U'(a‘) . dex.

In abnlicher Weise ergeben sich fir die Strecken /5 und sb die
Gleichungen.
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U(s) — U =fU' (@) . d,

Vo) —U() = U (). do.

Und nunmehr erhilt man schliesslich durch Addition aller drei
‘Gleichungen folgende Formel:

b
U(b) — Ufa) =fU'(x).dx.

Es ist wohl zu beachten, dass wir bei Ableitung dieser For-
mel nichts weiter angenommen haben, als dass die gegebene
*‘Function U (x) zwischen £ = &« und & = b eindeutig und
stetig ist, dass wir namlich diese Formel abgeleitet haben, ohne
itber die Eindeutigkeit und Stetigkeit des Differentialquotien-
ten U’ (x) irgend welche Voraussetzung zu Grunde zu legen.

Doch man konnte vielleicht vermuthen, dass wenn die ge-
gebene Function auf der Strecke a bis b eindeutig und stetig ist,
dass dann gleichzeitig auf dieser Strecke auch ihr Differential-
quotient eindeutig und stetig sein miisse. Das aber ist — wenig-
stens was die Stetigkeit anbelangt — keineswegs der Fall, wie
ein naherer Hinblick anf die von uns betrachtete Function so-
gleich zeigen wird.

Diese Fumction U(x) wird geometrisch dargestellt durch die
Curve ef (Fig. 9). Lassen wir die Tangente mn auf dieser Curve
entlang fortgleiten, lassen wir nimlich den Contactpunct derselben
langs der Curve hin von « bis 8 fortgehen, so werden wir wiah-
rend dieser Bewegung, was die Richtung der Tangente anbe-
langt, zweimal ein plotzliches Umspringen beobachten, das
eine Mal in dem Augenblick, wo der Contactpunct iber die Ecke
¢, das andere Mal in dem Augenblick, wo derselbe iiber die
Ecke ¢ fortgeht. Demnach wird der Winkel @, unter welchem
die Tangente gegen die Horizontale geneigt ist, wihrend der in
Rede stehenden Bewegung zweimal eine sprungweise Verin-
derung erfabren. Und es werden also die Werthe, welche ¢,
mithin auch die Werthe, welche tg ¢ = U’ (x) zwischen x = a
und x =& besitzt, in zwei Puncten unstetig sein, namlich bei
xz = r und bei x = s.
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Wir sehen daher, dass durch die angenommene Stetigkeit
der Function U (x) noch keineswegs die Stetigkeit ihres Differen-
tialquotienten U’ (x) mitbedingt ist; und wir werden uns daher,
was die von uns abgeleitete Formel anbelangt, in folgender Weise
aussprechen:

Ist eine Function U — U (x) auf der Strecke x = a bis
z=>b eindeutig und stetig, so gilt — mag nun der Differen-
tillquotient U’ (x) auf dieser Strecke beschaffen sein, wie er wolle,
mag er z. B. stetig, oder mag er unstetig sein — jederzeit fol-
gende Formel :

N

b
jU' () de = U @) — U (a).

@

Zweiter Abschnitt. Ueber die rdmnmliche Aunb;eitung, sowie
iber die Eindeutigkeit und Stetigkeit einer von zwei Argu-
menten x und y abhingenden Function. Wiederum ist die

Endlichkeit als ein nothwendiger Bestandtheil der
' Stetigkeit aufzufassen.

Um uns von irgend einer Function U = U (x, y), die von

zwei Argumenten x und y abhangt, eine anschauliche Vorstellung

“zu verschaffen, bedienen wir uns einer Horizontalebene, in wel-
cher wir einen Anfangspunct 0, und zwei von diesem ausgehende,
auf einander senkrechte Coordinatenachsen 04 und OB festsetzen.
Wir benutzen namlich die Puncte dieser Ebene, um durch sie
alle Werthen-Paare zu versinnlichen, welche die beiden Argu-
tente x, y dberhaupt annehinen kdnnen; indem wir fir jedes
solches Werthen - Paar immer denjenigen Punct der Ebene zum
Bilde wihlen, dessen Coordinaten durch das Werthen-Paar dar-
gestéllt sind.

Jedem Puncte x, y wird alsdann ein gewisser Werth der
Function entsprechen. Die Grosse dieses Werthes kénnen wir
ebenfalls bildlich darstellen, namlich darstellen durch die Lange
eines Perpendikels, welches wir in jenem Puncte auf der Hori-
Zontalebene errichten. ,

Denken wir uns in solcher Weise in jedwedem Puncte x, y
den zugehorigen Werth der Function durch ein Perpendikel dar-
gestellt, so werden die Spitzen aller dieser Perpendikel zusam-

-
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mengenommen eine gewisse Fliche bilden. Und die Form die-
ser Fliche wird uns alsdann eine deutliche Vorstellung geben
von der Beschaffenheit der gegebenen Function.

Es werden durch Anwendung dieser Methode simmtliche
Werthe der Function iber die Horizontalebene hin ausgebreitet.
Oder mit andern Worten: Es wird dabei die Horizontalebene als
Trager fur alle Werthe, welche die Function iiberhaupt besitzt,
in Anwendung gebracht; denn jeder einzelne Punct jener
Ebene trigt einen gewissen Werth der Function, tragt
namlich ein Perpendikel, welches einen solchen Werth durch
seine Lange darstelit. ‘

Unter den Werthen, welche die Function in irgend welchen
Puncten, oder in irgend welchem Linien- oder Flichenstiick jener
Ebene besitzt, werden diejenigen Werthe zu verstehen sein, welche
von jenen Puucten oder von jenem Linien- oder Flichenstiick ge-
tragen werden. Und demgemiss werden unter den Eigenschaften,
welche die Function in irgend welchen Puncten oder in irgend
welchem Linien- oder Flachenstiick besitzt, Eigenschaften zu ver-
.stehen sein, welche sich auf diec daselbst befindlichen Werthe der
Function bezichen. .

Die Function soll in irgend e¢inem gegebenen Punct der
Horizontalebene stetig genannt werden, sobald die Spitze des
von diesem Punct getragenen Perpendikels ringsum mit den Spitzen
der “ benachbarten Perpendikel in Zusammenhang steht; in
jenem Punct aber unstetig heissen, sobald ein solcher Zusam-
menhang nicht — oder wenigstens nicht ringsum — statt-
findet. Daraus ergiebt sich — ahnlich, wie vorhin bei Betrach-\
tung einer Function, die nur von einem Argumente abhiangt —
unmittelbar folgender Satz:

Besitzt eine Function Uz, y) in irgend einem Punct x, y einen
unendlich grossen Werth, so ist sie in diesem Punct jederzeit
unstetig. Dic Function kann mithin in einem Puncte nur dann stetig
sein, mwenn sie daselbst endlich ist.

Denken wir uns auf der Horizontalebene irgend ein Flichen-
stiick A abgegrenzt, denken wir uns ferner die Perpendikel con-
struirt, durch welche in jedem Punct von 9 der zugehirige Werth
der Function dargestellt ist, und denken wir uns endlich die Fliche
construirt, welche von den Spitzen all' dieser Perpendikel zn-
sammengenommen gebildet wird; so wird dic Function innerhalb

>
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9 iberall stetig sein, sobald diese Fliche — mag sie nun ge-
krimmt, mit Kanten und Ecken behaftet scin, wic sie wolle —
keinerlei Unterbrechung darbietet. D. h. die Function wird
innerhalb N stetig sein, sobald jene Fliche frei ist von Rissen,
frei ist von vereinzelten Linien oder vereinzelten Puncten, mithin
auch frei ist von unendlich hoch oder unendlich tief gelegenen
Puncten.

Wir wollen, um cinige Beispiele anfiihren zu konnen, unter
A die Flache eines Kreises verstehien, welcher um den Anfangs-
punct O mit beliebigem, aber endlichem Radius heschrieben ist,
und irgend einen Dirchmesser dieses Kreises mit 4 bezeichnen.

Die Function U=2 4 2? 4 y* wird dann ohne Zweifel in-
nerhalb 9 @berall stetig sein.

Denken wir uns hingegen eine Function 7' = F (a, y), welche
in der einen Ifilfte von A — der Kreis A mag durch die Linie 1
in zwei Hallten zerlegt gedacht werden — mit U identisch ist, in
der andern Malfte hingegen Werthe besitzt, die durchweg um
1 grosser als dic von U sind; so wird ¥ eine in A unstetige
Function zu nennen sein. Die Fliche, dureh welche die Werthe
von ¥ dargestellt sind, wird namlich gerade iiber der Linie 2
einen Riss haben.

Denken wir uns ferner cine Function W = W (x, y), welche
mit alleiniger Ausnahme der anf der Linie 1 befindlichen Werthe,
ionerhalb U aberall identisch ist mit der Function U, welche
aber lings A hin, Werthe besitzt, die durchweg um 1 grisser
sind, als die correspondirenden Werthe von U. Diese Funetion
W wird dann in 9 offenbar unstetig sein. Denn die Fliche,
durch welche ihre Werthe dargestellt sind, besitzt gerade uiber
A eine vereinzelte Linie; Dbesteht also, genau genommen, aus
drei durch Risse von cinander geschiedenen Stiicken, namlich
aus cinem Flachenstiick, welches d@ber der cinen IHailfte von N
liegt, ferner aus cinem Linienstick, welches gerade tiber 2 liegt,
und drittens endlich aus einem Flichenstiick, welches die andere
Hilfte von A iiberdeckt.

Denken wir uns ferner eine Funclion R = R(z, y), welche
mit alleiniger Ausnahme des in O vorhandenen Werthes it
der Function U identisch ist, welche aber in 0 nicht den Werth
2, sondern den Werth 3 besitzt. Diese Function wird dann in
% unstetig za nennen sein. Denn die Fliche, durch welche
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sie dargestellt wird, besitzt iiber O einen vereinzelten Punct;
besteht also, strenge genommen, aus zwei durch einen Riss von
einander geschiedenen Stiicken, namlich aus einem gerade iiber 0
liegenden vereinzelten Punct, und aus einem Flichenstick, wel-
ches alle ibrigen Puncte von 9 aberdeckt, welches also gerade
iiber O eine unendlich kleine Oeffnung besitat.

Schliesslich mag noch die Function = erwahnt wer-

1
den. Diese ist in A ebenfalls unstetig. Denn die Fliche, durch
welche sie dargestellt wird, besteht aus Puncten, welche, mit
alleiniger Ausnahme des gerade iiber O befindlichen, alle eine
endliche Ilohe haben, wihrend der iber O befindliche in un-
endlicher Hohe liegt; es besitzt- also diese Fliche gerade iiber
O cinen vereinzelten Punct. ' :

Die Functionen 7 und # sind in % lings einer Linie hin,
namlich lings A hin unstetig; wiabrend andererseits dig Functio-
nen R und S nur in einem einzelnen Puncte von A, namlich
nur in O unstetig sind. Demgemass kann 1 eine Unstetig-
keitslinie der Functionen ¥ und #, und andererseits O ein
Unstetigkeitspunct der Functionen R und S genannt werden*).

Eine Function U(x, y) soll eindeutig oder mehrdeutig
- genannt werden, je nachdem sie in jedem Punct der Horizontal-
ebene, d. h. fir jedes Werthenpaar von «, y, nur einen, oder
mehrere Werthe besitzt. So wird z. B. U= a? 4+ y? eine ein-
deutige, hingegen U= («* 4+ y%1 eine zweideutige Func-
tion zu nennen sein. o

Uebrigens werden auch Functionen denkbar sein, welche in

*) Es ist klar, dass die Functionen R und S in sehr verschiedener Weise
unstetig sind; die erstere ist unstetig in Folge eines endlichen Sprunges,
die letztere in Folge eines Sprungesins Unendliche. Uebrigens kénnen
wir, was diese Verschiedenheit anbelangt, leicht noch andere Merkmale
anfiihren. So z, B. kann die Unstetigkeit von R gehoben werden
durch Abinderungihres Werthesineinemeinzelnen Puncte,
wiihrend solches bei S nicht der Fall ist. Ein anderes Merkmal dieser
Verschiedenheit fillt in die Augen, wenn wir neben R und S gleich-
zeitig auch die reciprocen Werthe dieser Functionen, nimlich die

Werthe von % und %, in Betracht ziehen. Wiahrend némlich %in%{ un-

stetig ist, b]eibt‘—lg innerhalb 9 iiberall stetig.
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einigen Puncten der Horizontalebene eindeutig, in andern
Puncten jener Ebene hingegen mehrdeutig sind.
Es sei U= U(x, y) eine beliebig gegebene, eindeutige und

stetige Function. Der partielle Differentialquotient gg ist seiner

”(.’L‘+d¢, y) — U(-'B’
dx

Definition zufolge gleich ¥); und wird also

dadurch erhalten, dass man den Unterschied der beiden Werthe,
welche die Function im Anfangs- und Endpunct eines Linienele-
mentes dx besitzt, durch die Linge dieses Elementes dividirt.
Dieses Element ist parallel zur = Achse; es bezieht sich daher

der partielle Differentialquotient aa—z auf die Schnelligkeit, mit

welcher die Function U anwichst, sobald man in einer mit der x Achse
parallelen Richtung fortgeht. — In gleicher Weise wird sich der par-
tielle Differentialquotient g;{ auf eine mit der y Achse parallele Rich-
tung beziehen.

Wir wollen nun durch den Punct
x,y eine Linie in beliebiger Rich- b4
tung legen, welche (Fig. 10) von irgend
einem festen Puncte a, b ausgehen mag,
und die Schnelligkeit untersuchen, mit ap
welcher sich der Werth von U indert, so- Xy
bald wir den Punct x, y dieser Linie /
entlang fortgehen lassen. Die variable Ent- /
fernung des Punctes x, y von dem festen o3 p
Puncte @, b mag mit p bezeichnet werden, ferner mdgen die beiden
" gegebenen Winkel, unter welchen die Linie p gegen die beiden
Coordinatenachsen geneigt ist, « und 8 genannt werden *); folglich:

x=a <+ p.cose,

y=>b 4+ p.cosf. o
Setz2t man diese Werthe in die Function U= U(x, y) ein, so
verwandelt sich U in einen Ausdruck, welcher nur von einer ein-
Zigen Variablen, namlich nur von p abhingt. Differenzirt man
diesen Ausdruck nach p, so wird man einen Bruch

Fig. 10.
P

%) Bei der Linie p haben wir eine bestimmte Richtung festgesetzt,
ninlich die vom Punct @, b, oder vom Puncte x, y nach P hin fortlau-
fende (Fig. 10). Demgemiiss sollen unter unter « und P diejenigen
Winkel verstanden werden, welche diese nach P hin fortlanfende Rich-
tung nit den Richtungen der Coordinatenachsen einschliesst.

Neamann, Abel’sche Integrale. 4
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av

dp
erhalten, dessen Nenner durch eine kleine Vergrosserung von p, nam-
lich durch das Linienelement dp dargestellt ist, und dessen Zahler
durch die ‘correspondirende Vergrosserung von U, d. i. durch den
Unterschied derjenigen beiden Werthe dargestellt wird, welche
U im Anfangs- und im Endpunct jenes Linienelementes besitzt.
Auf die Schnelligkeit, mit welcher U anwachst, sobald man in
der Richtung p fortgeht, wird sich demnach dieser Differential-

quotient ‘% in ganz derselben Weise bezichen, wie sich die Dif-
ferentialquotienten %%, %—Iy] auf die mit der x oder y Achse
parallelen Richtungen bezogen. Dieser Differentialquotient % ist
es nun, welcher in Zukunft kurzweg ,,der nach derRichtung p*)
genommene Differentialquotient genannt werden soll.

Da U von x, y abhangt, und x, y ihrerseits durch die Re-
lationen

xr=a <+ pcosq,

y=>b + pcosf
von p abhingig sind, so hat der D|ﬂ‘erentlalquouent folgen-
den Werth: : :
a _oUdz , oUdy
dp ~ Oz dp oy dp’
oder:

'% = %g cose -+ %U— cosf3.

Wir haben also folgende Definition:

Ist U derjenige Werth, welchen irgend eine gegebene, von x und y
abhingende Function im Puncte x, y besilzt, und ist ferner dU die-
Jenige Grisse, um welche U anwdchst, sobald man von jenem Puncte
aus in irgend welcher Richtung p um eine unendhch kleine Strecke
dp fortgeht, so soll der Bruch

au

dp
nder nach der. Richtung p genommene Differentialquotient* genannt
werden.

Bei einem solchen Differentialquotienten stellt der Nenner

*) Unter der Richtung p versteht man dabei diejenige, in welcher

p wichst, also diejenige, welche (Fig. 10) vom Puncte 2, y nach P hin
fortlduft,
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dp eine gewisse Sirecke, eine gewisse Entfernung vor, und ist
demnach jederzeil positiv. Der Zihler dU hingegen wird bald
Dpositiv, bald negativ sein, nimlich das Eine oder das Andere, je
nachdem der Werth von U im Endpunct des Linienelementes dp
grosser oder kleiner als im Anfangspuncte desselben ist.

Ferner haben wir folgenden Satz:

Ist U= U(x, y) irgend eine gegebene Function, und bezeich-
net p irgend welche von- dem Puncte x,y ausgehende Richtung,

8o hal der nach dieser- Richtung gebildete Differentialquotient %’—;
den Werth :

dU ov ov

= 52 s (b, ) + 52 cos o, y),
wo (p, x) und (p, y) die beiden Winkel bezeichnen, welche die
Richtung p mit den Richtungen der Coordinatenachsen einschliesst.

Ist ¢ eine zweite, ebenfalls vom Puncte x, y ausgehende Rich-

tung, so wird in analoger Weise

dl/ U

g.z- cos (g, x) + cos (¢, )

sein. Sind nlm die Richtungen p und ¢ einander gerade ent-
gegengesetzt, so ist

(p, 2) + (g, x) = 180°% cos(p, x) = — cos (¢, a),
»y) + (g, y) = 180°, cos(p, y) == — cus (g, y)-
Folglich %% = — -';—3. Somit haben wir folgenden Zusatz:

Versteht man wunter p und ¢ irgend zwei vom Puncte x, y
ausgehende, und nach entgegengesetzten Seiten hin fortlaufende
Richtungen, so haben die nach diesen Richtungen gebildeten Dif-

ferentialguotienten -Z—Z und %7? Jederzeit entgegengesetzte Werthe,

nimlich Werthe, deren Summe Null ist.
Der Differentialquotient %% sollte sich — das war unser Aus-

gangspunct bei dieser ganzen Betrachtung — auf die Richtung p
in derselben Weise beziehen, wie sich die Differentialquotienten

und aa—g auf die mit den Coordinatenachsen « und y paral-

Lelen Richtungen beziehen. Dass das bei dem Dlﬁ‘erentlalquotlenten
dp Mn in der That der Fall ist, lasst sich aus der in unserm

Satze aufgestellten Formel sofort erkennen. Wenn wir namlich
4%
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in jener Formel unter p die mit der x Achse parallele Richtung

verstehen, so wird (p, x) = 0% (p, y) = 90°, mithin % — ?TZ
Und andererseits wird % = %—Z, sobald man fiir p die mit der

y Achse parallele Richtung nimmt,

Es seien 0 und 1 irgend zwei einander unendlich nahe
Puncte mit den Coordinaten x, y und z,, y,. Die Entfernung
der beiden Puncte von einander mag mit dp bezeichnet werden,
so dass also dp eine ihrer Bedeutung nach positive Grésse vor-
stellt. Die Differenz x; — « wird je nach der Lage der beiden
Puncte O und 1 bald positiv, bald negativ sein, wird aber, was ,
ibren absoluten Werth anbelangt, immer gleich der Projection des
Elements dp auf die x Achse sein. Bezeichnet man also die von
0 nach 1 hin fortlaufende Richtung mit p, so wird

x, —x =+ dp. cos (p, x)
sein.

Nun ist, wie man leicht abersieht, x; — « positiv oder nega-
tiv, je nachdem die von O nach 1 hin fortlaufende Richtung
mit der Richtung der = Achse einen spitzen oder stumpfen Win-
kel einschliesst, d. i. je nachdem cos (p, x) positiv oder negativ ist. '
Der Quotient

o -z
. COS(P:-‘I")
muss daher jederzeit positiv sein.

Somit konnen wir jetzt iiber das zweifelhafte Vorzeichen +
in unserer Formel definitiv entscheiden. Beachten wir nimlich,
dass dp seiner Definition zufolge stets pos. ist, so ergiebt sich
sofort, dass in jener Formel immer das pos. Vorzeichen zu neh-
men ist, dass also jederzeit ‘

xy — x=dp. cos(p, x)
sein wird. Ebenso lasst sich darthun, dass auch jederzeit
th —y==dp.cos(py)

sein muss.

Das Resultat, zu welchem wir hiermit gelangt sind, lasst sich
zusammenfassen durch folgenden Satz:

Besitzen irgend zwei einander wunendlich nahe Puncte die
Coordinaten x, y und x + dx, y 4+ dy, und versteht man unter p
die von dem ersten Punct nach dem letzten hin fortlaufende Richiung,
ferner unter dp die Entfernung beider Puncte von einander (also
eine Grasse, die stets pos. ist), so wird jederzeit
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dx = dp . cos (p, x)
dy == dp . cos (p, y)
semn.

Wir hatten abrigens zu diesem Resultat auch auf kiirzerem
Wege gelangen kdnnen, namlich durch Anwendung des auf Seite 51
gefundenen Satzes. In jenem Satze kann namlich fir U irgend
welche Function genommen werden, die von den beiden Argumeten
« und y abhangt, also auch eine Function, di¢ nur von einem dieser
beiden Argumente abhingig ist. So konnen wir z. B. an Stelle
von U auch x selber, und eben so gut auch y nehmen. Thun
wir dies, so erhalten wir aus der in jenem Satz angegebenen
Formel sofort folgende Gleichungen:

9 _ cos (p, x),
dp
:_z == cos (P, y)"
Und diese sind identisch mit denen in unserm letzten Satze.

Dritter Abschnitt. Definition der Elementarfiiche. Betrachtung
einer von x und y abhingenden Function, welche innerhalb
einer gegebenen Elementarfliche iiberall eindeutig und
stetig ist.

Ein auf der Horizontalebene abgegrenztes Flachenstiick kann
sehr verschiedene Gestalten besitzen.

Es kann ein solches Flichenstick eine oder mehrere Rand-
curven besitzen. So hat z. B. eine Kreisfliche nur eine Randcurve,
wihrend hingegen das ringformige Flachenstiick, welches von zwei
concentrischen Kreisen begrenzt wird, zwei Randcurven besitat.

Andererseits ist zu bemerken, dass ein solches Fliachenstack
io der Endlichkeit liegen, dass ein solches Flachenstiick
sich aber anch ins unendlich Ferne hinerstrecken kann. So
ligt 2. B. die von einer Ellipse begrenzte Fliche in der End-
lichkeit, wahrend sich die von einer Parabel hegrenzte Flache in
unendliche Ferne hin erstreckt.

Definition: Ein auf der Horizonlalebene abgegrenztes Flichen-
stick, welches nur eine Randcurve besitzt, und welches gleich-
2itig keine unendlich fernen Puncte in sich enthdlt, soll in
Zukunft ein , elementares Flichenstiick oder kurzmeg eine
nElementarfliche genannt merden.
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 Die nachfolgenden Betrachtungen werden sich auf die Werthe
beziehen, welche irgend eine Function U= U(x, y) innerhalb
eines solchen elementaren Flichenstiickes besitzt. Es wiirde leicht
sein, diese’Betrachtungen in aligemeinerer Fassung, namlich mit Be-
zug auf Flichenstiicke von weniger beschranktem Charakter durch-
zufithren. Trotzdem wollen wir uns dabei innerhalb der genannten
Grenzen halten, und zwar deswegen, weil eine grossere Allge-
meinheit fir die uns vorliegenden Zwecke ohne Nutzen sein wiirde.

Schliesslich noch eine Bemerkung iber die Randcurve irgend
eines auf der xy Ebene gegebenen Flichenstiickes. Die auf einer
solchen Curve errichtete Normale soll namlich, je nachdem sie
in das Innere des Flichenstiickes, oder in den das Flichenstiick
umgebenden Raum der xzy Ebene hineinliuft, die innere, oder
die dussere Normale genannt werden.

Mit Riicksicht auf das, was wir frither (Seite 44) in Bezug
auf eine Function U(x), die nur von einem Argumente abhangt,
gefunden haben, ergiebt sich leicht, dass eine von zwei Argu-
menten x, y abhingende Function U(x, y) auf einer gegebenen
Elementarfliche & aberall stetig sein kann, ohne dass ihre Dif-

ferentialquotienten g—z, 6670 desshalb daselbst ebenfalls @iberall stetig

zu sein brauchen. Denken wir uns z. B. die gegebene Elementar-
fliche € von irgend welchem beliebig gekrimmten Flachenstiick
aberdeckt, welches frei von Rissen und Springen, hingegen mit
irgend welchen Kanten und Eck en behaftet ist, so wird die durch
dieses Flachenstiick reprasentirte Function' U auf € aberall stetig
sein; und gleichwohl werden alsdann die Dilferentialquotienten
g—i]-, —g—g daselbst unstetig sein.

Gleiches gilt anch in Bezug auf die Eindeutigkeit. Sind
z. B. x =a, y=1> die Coordinaten irgend eines Punctes, der
innerhalb der gegebenen Elementarfliche & liegt, und versteht
man unter U den positiven Werth von V' (x —a)2 4+ (y—b)?,
so wird U selber eine von x, y abhingende Function sein, welche
auf € dberall eindeutig und stetig ist. Und trotzdem werden
die Differentialquotienten dieser Function

ov_ ____x—a
0% " Vi@—af + y—b)
oU y—?b

W V@—ar+ - oy
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auf & nicht mehr iberall eindeutig, sondern Functionen
sein, welche im Puncle &+ =«, y=—=> unendlich viele Werthe
besitzen.

Durch die Eindeutigkeit und Stetigkeit einer von x und y ab-
hingenden Function wird also noch keineswegs die Eindeutigkeit
und Stetigkeit ithrer Differentialquotienten mitbedingt.

_ Wir wollen uns eine Function U = U(x, y) gegeben denken,

welche — mogen nun ihre Differentialquotienten %T”c’ aa—z be-
schaffen sein, wie sie wollen — auf irgend welcher Elementar-

fliche ¢ iberall eindeutig und stetig ist.

Es sei pg irgend eine begrenzte, der x Achse parallele
gerade Linie, deren einzelne Puncte sammtlich innerhalb
der gegebenen Elementarfliche € liegen. Da der Voraussetzung
zufolge U innerhalb & aberall eindeutig und stetig ist, so wird
gleiches auch von denjenigen Werthen von U gelten, welche langs
jener Linie p ¢ hin auf einander folgen. Bezeichnet man daher
irgend cin Element dieser Linie mit dx, und bildet man das aber
die ganze Linie sich hinerstreckende Integral: :

so wird der Werth dieses Integrales zu Folge eines frither bewie-
senen Satzes (Seite 45) gleich

Uy — Uy
sein; falls namlich U, und U, die Werthe vorstellen, welche U
im Aofangs- und im Endpunct der Linie pg besitzt.

Die gegebene Elementarfliche € mag nun durch irgend welche
Linien in einzelne Stiicke a,, a,, ag. ... zerlegt gedacht wer-
den, und jedes dieser Stiicke sei so beschaffen, dass sein Rand
(wie etwa der Rand eines Rechtecks oder der einer Ellipse) von
einer geraden Linie immer nur in zwei Puncten geschnitten wer-
den kapn. Irgend eines dieser Stiicke sei a.

Wir zerlegen a durch Linien, welche parallel zur a Achse
lufen, in lauter schmale Streifen. Irgend einer von diesen Strei-
fen liege. (Fig. 11) zwischen zwei Linien, von welchen die eine
— sie mag p ¢ genannt werden — von der x Achse den Abstand y,
die andere hingegen den Abstaud y + dy hat; so dass dy die
Breite des Streifens vorstellt. Bezeichnet man irgend ein Element
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der Linie pg mit dx, bildet man sodann mit Bezug auf dieses
Linienelement den Ausdruck —g%da:, und integrirt man endlich

Fig. 11. diesen Ausdruck iber
’ die ganzeLinie pg hin,
A so wird man ein In-
tegral erhalten, dessen
Werth nach der zu-
. vor gemachten Bemer-
kung folgender ist:

q
U
7.; dx = Uq — U e
>Xx p
! . .
/ / Daraus ergiebt sich,
u “ IR, wenn man auf beiden
, Seiten mit dy, d. i. mit
der Breite des Streifens multiplicirt: .
. :
U :
(1) fa—zdxdy:—_ Usdy — Updy.
»

Bezeichnet man diejenigen beiden Randelemente von «, durch
welche der betrachtete Streifen auf beiden Seiten begrenzt wird, mit
dsy und ds,, so kann man dy als die rechtwinklige Projection von ds,,
oder auch als die von ds, auf die y Achse ansehen; demnach ist
dy = dsp . cos @ = ds, . cos f3,

wo unter ¢ und § (Fig. 11) die spitzen Winkel zu verstehen
sind, nnter welchen jene beiden Elemente gegen die y Achsegeneigt
sind, Stellen n, und n, die auf diesen Linienelementen errich-
teten inneren Normalen vor, so ist (Fig. 11)*):

o = (n,, x),

B = 180" — (ny, @),
wo (np, x) unds(ng, &) diejenigen Winkel bezeichnen, welche die
Richtungen von 7, und n, mit der Richtung der x Achse
machen. Somit ergiebt sich: '

dy == dsp . cos (np, ) = — dsy . cos (ng, ).

Durch Benutzung dieser beiden Werthe von dy verwandelt sich
unsere Formel (1) in:

*) In jener Figur sind die in den Puncten p undg errichteten Normalen
nicht mit 7, und n,, sondern der Kiirze willen beide nur mit » bezeichnet.
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¢
(2) j‘g—: dx dy = — Uy .cos (ng, x) . dsg — Up . cos (np, x) . dsp.
?

In dieser Formel befinden sich links unter dem Iutegrale
sammtliche Flichenelemente dx dy, aus welchen der von uns be-
trachtete Streifen besteht, wihrend sich rechts die beiden Linien-
elemente ds,, ds, vorfinden, von welchen der Streifen an seinen
beiden Enden begrenzt wird. Denkt man sich daher das ganze
Flachenstick a in lauter solche Streifen zerlegt, und die Glei-
chung (2) successive fiir jeden einzelnen Streifen aufgestellt; so
wird die Addition aller dieser Gleichungen eine Formel liefern,
in welcher links sammtliche Elemente dx dy vorkommen, aus
welchen die Fliche a besteht, und in welcher rechts alle Linien-
elemente ds vorkommen, aus welchen der Rand von q zusam-
mengesetzt ist. Jene Addition wird nimlich die Formel liefern.

(3) f‘/.a:lc/ dx dy=—/.U.cos (n, x) . ds,

in welcher das Doppelintegral links aber die ganze Flache von q,
das einfache Integral rechts iiber den ganzen Rand von a aus-
gedehnt ist.

Wir hatten die urspriinglich gegebene Elementarfliche € durch
irgend welche Linien in ein gewisses System von Flichenstiicken
zerlegt. Auf irgend eines unter diesen Flichenstiicken a bezieht .
sich die Gleichung (3). Wir konnen demnach diese Gleichung
der Reihe nach fir alle jene Flichensticke a aufstellen, und
ethalten dann eben so viele solcher Gleichungen, als Flichen-
sticke a vorhanden sind. Die Addition aller dieser Gleichungen
wird eine Formel liefern, in welcher links alle Flichenelemente
dz dy vorkommen, aus welchen die ganze Elementarfliche G be-
sttht, und in welcher rechts einerseits die Linienelemente ds,

- a5 welchen der Rand von & besteht, andererseits aber auch
diejenigen Linienelemente ds vorkommen, aus welchen die zur
Lerlegung von € in Anwendung gebrachten Linien be-
Stehen. Von den erstgenannten Elementen ds wird jedes - nur
einmal, von den letztgenannten hingegen, wie man leicht er-
kennt, jedes zweimal vorkommen. Irgend eines von diesen
letstern — es mag do heissen — wird pamlich immer auf der
Grenze von zwei Flachensticken a liegen; sie mdgen a, und q,
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genannt werden. Die mit Bezug auf a, gebildete Gleichung (3)
wird, was ibre rechte Seite anbelangt, ein Glied von der Form

4) — U.cos (vq, x) . do,
und die mit Bezug auf a, gebildete ein Glied von der Form
(5) — U.cos (v, x).d6

enthalten, wo U den Werth der gegebenen Function im Elemente do
bezeichnet, und wo v, und v, beide senkrecht gegen do stehen,
v, aber die innere Normale von q;, und v, die innere Normale
von q, vorstellt. Es sind demnach v, und », von entgegenge-
setzter Richtung, mithin
cos (v, &) + cos (v,, ) = 0:

also auch die Summe der beiden eben genannten Glieder (4) und
(5) gleich Null. Wenn wir demnach die den einzelnen Flichen-
stacken q zugehérigen Gleichungen (3) addiren, so werden sich
dabei auf der rechten Seite alle diejenigen Integrale fortheben,
welche den Elementen do entsprechen, d h. alle diejenigen, welche
sich auf die zur Zerlegung von & in Anwendung gebrachten Linien
beziehen. Und es wird demnach jene Addition folgendes Resul-
tat liefern:

(6) J./.gdedyz—-‘/)U.cos(n,x).ds,--

wo sich das Doppelintegral links auf die Flache, und das ein-
fache Integral rechts auf den Rand von € bezieht.

In ganz ahnlicher Weise wird sich offenbar auch nachweisen
lassen, dass '

(7) f g——fdxdy=—j Ucos (n, y) . ds

ist. .

Diese Formeln (6) und (7) lassen sich iibrigens noch in einer
etwas anderen Gestalt darstellen. Es sei n die irgendwo auf dem
Rande von € errichtete innere Normale, ferner seien x, y die
Coordinaten desjenigen Punctes, in welchem diese Normale er-
richtet ist, und dx, dy die Zuwiichse, welche die Coordinaten
jenes Punctes erhalten wirden, falls man denselben in der Rich-
" tung von n um eine unendlich kleine Strecké dn fortricken liesse.
Alsdann ist (vergl. den Salz Seite 52):

dx =dn .cos (n, z), dy=dn.cos (n, y),.

mithin
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dx __ 4y

) T o8 (n, y) = an

Substituirt man diese Werthe in die Formeln (6) und (7), so ge-
winnen dieselben folgendes Aussehen:

cos (n, x) =

(62) ff—a— dxdy———-fv“”ds,

(Ta) ff dxdy——fU

Wir gelangen spmit zu folgendem Satz:

Ist eine Function U= U(x, y) auf einer beliebig gegebenen
Elementarfliche € @berall eindeutig und stetig, so kinnen die beiden
iber den Flicheninhalt von & ausgedehnten Integrale

[ [fizeo

immer in Integrale umgewandell werden, welche sich nicht auf dic
Fliche, sondern auf den Rand von & beziehen. Es gelten néim-
lich alsdann folgende Formeln :

f-a—”dxdy —L/Ucosnx ds._—fUdz
ff—a—vdxdy——fUcos(n, IU ds.

Hier sind die einfachen Integrale #wber alle Linienelemente ds, aus
welchen die Randcurve von & besteht, hinerstreckt zu denken;
gleickzeitig ist unter n die auf ds errichlete innere Normale zu
versiehen.

Wir wollen nun gegenwirtig zwei von x, y abhéingende
Functionen ¥ = 7 (x, y) und W = W (x, y) betrachten, dies-
mal aber annehmen, dass innerhalb der gegebenen Elementar-
fliche @ nicht nur jene Functionen selber, sondern ebenso auch
ihre Differentialquotienten g{, %{, %V, %:,
und stetig sind. Gleiches wird dann offenbar auch von den aus

v, p. OV oV oW ow
' Pz 0y’ 0z’ Oy

tiberall eindeutig

zusammengesetzten Ausdriicken;

ow oV
W=7V oz w ox’
6W oV

gelten, Demgemiass werden wir die in dem vorhergehenden Satz
afgestellten Formeln
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(I L/J dzdy = —J.U%ds,
@) ' '/f@ dedy = —‘/‘UZ—Z-ds

auf diese Ausdriicke U, U, und auf die gegebene Elementarfliche
€ sofort in Anwendung bringen kénnen. Nehmen wir in (1) U,
statt U, und in (2) U2 statt U, so erhalten wir:

jj(l/w — )da:dy_ o aV)d—nds,
@) Jj( V—a—yT—— %,,V dxdy__—-f(r/ )“Z ds.

Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert, wenn wir zur

Abkiirzung -
14

a!W a!W
P + 3,!/' aw

setzen, und wenn wir ausserdem beachten, dass
oV dz | OV dy _ ¥
Ox dn Oy dn~ dn’
L Lt
ox dn oy d dn

“ist, folgende Formel:

f '(VAW— WAV)dxdy:——j(V—— w )ds

Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Sind V= V(x,y und W = W (x, y) innerhalb einer
beliebig gegebenen Elementarfliche § iberall eindeutig und stetig,
und gilt Gleiches auch von ihren ersten partiellen Ableitungen

oy v ow oW,
ox’ oy’ ox’ 0oy’
so ist jederzeit

jfmw-— WAV)dxdy_—f(V"—’f{ - w2 as.

Unter AV, AW sind hier folgende Ausdriicke zu verstehen.-

oV | o _OW oW

ax: + ayg ’ AW = z: + a,l[

Ferner soll ds irgend ein zum Rande von & gehiriges Linienele-
ment, und n die auf ds errichiete innere Normale vorstellen. Was

dV =+
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endlich die Integrationen anbelangt, so bezieht sick das Doppel-
Integral links auf alle zu & gehorigen Flichenelemente dxdy, und
das einfache Integral rechts auf alle zum Rande von & gehirigen
Linienelemente ds.

Die Voraussetzungen, welche fir die Giiltigkeit dieses Satzes
nothwendig sind, werden nun offenbar erfilit, wenn man fir 7
irgend eine Constante nimmt, z. B. ¥ = 1 setat. Dadurch er-
giebt sich folgender Zusatz:

Ist W = W (x, y) eine Function, welche, ebenso mwie
ow
ox
stetig ist, so mird jederzeit

‘/:/Adedy—--—L/dW

sein, mwo sich das Integral links auf die Fliche, das rechls auf
den Rand von & bezieht.

und %V, innerhalb einer Elementarfliche € eindeutig und

oW ow .

Sind, wie wir hier vorausgesetzt haben, », P Ay inner-

halb € iberall eindeutig und stetig, so wird Gleiches auch der
Fall sein bei den Werthen der drei Producte:

aW ow
w.w, W. e WW
aW ow

Oder mit andern Worten: sind ##, P2 oy innerhalh ¢ allent-

halben eindeutig und stetig, so wird Glelches anch stattfinden

. 2 O(WY oW
bei W2, oz oy
Formel wird daher auch dann gelten, wenn man daselbst W2
statt # nimmt. Nun ist:

3’(W')_2(6W) + 2W3’ﬂ

Die in unserm letzten Satz aufgestelite

ox? dxt’
ot (W) ow o
A _.2( ) +2w S
mithin: ‘
)
(W’)—2(W)+2( fow.aw;
ferner:
RLALESS )
dn

Demnach ergiebt sich Foigendes:
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It W = W (x, y) eine Funclion, mwelche, ebenso wie
ow
oz
stetig ist, so gilt die Formel: .

S+ G+ ()= [

wo sick das Integral links auf die Flichke, das.rechts auf den
Rand von § bezieht.

und %y"—/’ innerhalb einer Elementarflicke € eindeutig und

Vierter Abschnitt. Ueber Integrale, welche lings einer Curve
hinerstreckt sind.

Bezeichnet U = U (x) eine Function, die nur von einem
einzigen Argumente x abhangt, so versteht man bekanntlich un-

ter dem Integral f Udx eine Summe unendlich kleiner Glieder

(2
von folgender Form:

(1) ‘/.de= (xg —a,) U(xy) +‘(.7c3—a:2) Uy + ...,

wo z;, x,, &3 .... eine Reihe von Werthen vorstellen, welche "
hinsichtlich ihrer Grosse dicht auf einander folgen, und in ibhrer
Gesammtheit das ganze Intervall erfiillen, iber welches die Inte-
gration ausgedehnt werden soll.

Hat ‘'man es mit einer Function U = U (x, y) zu thun, welche
von zwei Argumenten x und y abhingt, so wird das Integral

f Udzx, je nach den gerade vorliegenden niheren Festselzungen,

verschiedene Bedeutungen besitzen konnen.

Soll z. B. y bei Ausfihrung jener Integration als constant
betrachtet werden, so wird dieses Integral eine mit (1) analoge
Bedeutung haben; d. h. es wird alsdann

2) fde = (xy—axy) . Ulxy, y) + (g— ). U(xp, y). + . ...

sein. Die hier in den einzelnen Gliedern der rechten Seite vor-
kommenden Factoren U (x,, y), U (x,, y), .... werden namlich
in diesem Falle simmtlich ein und dasselbe y enthalten, und nur
durch verschiedene Werthe von « von einander verschieden sein,

Soll hingegen y bei Ausfithrung der Integration als variabel
betrachtet werden, so werden jene Factoren U’ (x, y) sich nicht
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allein durch verschiedene Werthe des Argumentes x, sondern
gleichzeitig auch durch verschiedene Werthe des Argumentes y
von e¢inander unterscheiden. Die Art und Weise, in welcher
von einem Gliede zum andern hin variirt, kann sebr verschieden
sein; und es wird daher das Integral, wenn y als variabel ange
sehen werden soll, nur dann einen bestimmten Sinn haben, wenn
zwischen y und x irgend eine Relation festgesetzt ist, aus der
man erkennen kann, in welcher Weise y sich andern soll, wih-
rend x die auf einander folgenden Werthe x,, x,, x5 ....
durchlauft.

Nehmen wir an, eine solche Relation wire wirklich festge-
setzt — sie mag mit @ (x, y) = O bezeichnet werden —, und
Yi> Y4» Y3 - ... ware diejenige Werthreihe, welche dieser Rela- -
tion zufolge mit der Werthreihe x, x,, ax; .... correspondirt.
Dann wird das in Rede stehende Integral folgende Bedeutung
haben:

(3) jUda:: (kg —ay) Uy, yy) + (@g—a,))  Ulagy ) + . ...

Man kann sich abrigens von den verschiedenen Bedeutungen,
welche ein solches Integral je nach der gerade zwischen a und y
festgesetzten Relation besitzen wird, ein anschauliches Bild ver-
schaffen, wenn man gewisse geometrische Vorstellungen zu Ililfe
nimmt.

Denkt man sich namlich & und y als die rechtwinkligen
Coordinaten eines Punctes in der llorizontalebene, so bezieht sich
— kann man sagen — sowohl die Integration in (2), als auch
die in (3) anf einc gewisse Reihe von Puncten. Bei (2)
besizen diese Puncte die Coordinaten:

Ty, Y Ty Y Ty Yo
bei (3) hingegen die Coordinaten:
Ty Y1 Ty Yy Xy Yyeo-o

Wibrend also bei (2) alle Puncte dasselbe y haben, mithin auf
einer sur o Achse parallelen geraden Linie liegen; befinden
sich die bei (3) auftretenden Puncte auf irgend welcher krum-
Men Linie, auf irgend welcher Curve. Die Gleichung dieser
Curve lagst sich sofort angeben. Ist pnamlich, wie wir bei (3)
VOraussetzten, ¢ (x, y) = O die zwischen x und y festgesetate
Relation, so wird jedes der Werthenpaare x,, yy; @y, ¥55 @3 Y35 .-
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dieser Relation Geniige leisten’; mithin wird ¢ (2, y) = 0 die
Gleichung derjenigen Curve sein, auf welcher sich die bei (3)
auftretenden Puncte befinden.

Diejenige Curve, welche bei Ausfihrung des Integrales

Udx in jedem gegebenen Fall als Richtschnur dienen soll, mag

die Integrationscurve oder die Bahn des Integrales ge-
nannt werden. Die Gleichung dieser Bahn ist bei (2) durch
y = const., bei (3) hingegen durch @ (x, y) = 0 dargestellt. Dem-
gemiass werden wir sagen konnen: Das Integral in (2) ist hiner-
streckt iber die Curve y — const., das in (3) hingegen hin-
erstreckt aber die Curve ¢ (x, y) = O.

Soll also (Fig. 12) das Integral iiber irgend welche gegebene
Curve A B hinerstreckt werden, so wird,

Fig. 12.

B wie man aus (3) erkennt, der Werth des

Integrales folgender sein:
4) fUW: (@ — ) Uy + (25— @) Uy

+ (@y—a) Uy + ...

A wo 1, 2, 3, 4 .... Puncte sind, welche
1a23* auf der gegebenen Curve, von A bis B hin,
auf einander folgen, und wo ferner z,, x,, a3, 2, .... und

U, Uy, Uy, Uy .... diejenigen Werthe bezeichnen, welche a
und U in jenen Puncten besitzen.

Eine ganz analoge Bedeutung wird offenbar das Integral
Udy besitzen. Wir wollen aber sogleich zu einer allgemei-
neren Betrachtung, namlich zur Betrachltung des Integrales
fUdV ibergehen, wo U= U (x, y) und ¥V = ¥V (x, y) irgend
welche von x und y abhingende Functionen sein sollen. Denkt
man sich dieses Integral f UdV wiederum (Fig. 12) iiber eine be-

liébig gegebene Curve 4B hinerstreckt, so wird sein Werth dem
in (4) angegebenem vollig analog sein, namlich dargestellt werden
durch folgende Formel:

(56) _/UdV: (Vo= V) Ui+ (V3 — V) Up+ (Vy— V) Ug + ...
wo Uy, Uy Us, ... und ¥y, V,, V5 ... die Werthe vorstellen,
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welche die Funclionen U und 7 in den Puncten 1, 2, 3 ...
besitzen.
Das erste Glied in dieser Formel lautet:
(Vo— 1) U
und bezieht sich auf das erste Element der gegebenen Curve AB,
namlich auf das Element 12, Die beiden Puncte 1 und 2 liegen
einander unendlich nahe, das Element 12 ist also unendlich klein.
Demnach wird es gleichgiltig sein, ob man in diesem Gliede
denjenigen Werth von U nimmt, welchen U im Puncte 1 besitat,
oder ob man statt dessen denjenigen Werth nimmt, welchen U
in irgend welchem andern Puncte des Elementes 12 besitzt. Be-
zeichnet man daher einen belicbigen Punct dieses Elementes
mit «, und den Werth von U in dicsem Puncte mit U,, so kann
man das erste Glied ersetzen durch
(Vo — Fy) Oa.
Aehnliches gilt fiir alle folgenden Glieder. Also (Fig. 12):
Sind U= U (x,y) und V=V (x, y) irgend zwei gegebene
Functionen, so hat das uber irgend eine (Curve AB hinerstreckte

InlegraI‘f UdV folgende Bedeutung:

fUdV..—_- (Vo V) Us + (V3= V) Us + (Fy— V) U + ...

Hier sind 1, 2, 8, 4 .... Puncte, welche lings der gegebenen
Curve, von A nach B hin, dicht gedringt auf cinander folgen: und
4 b, ¢.... Puncte, von welchen der erste eine beliebige Lage
wischen 1 und 2, der zmweite eine beliebige Lage :wischen 2 und
3, der dritte zmwischen 3 wnd 4 hat, u. s. w.

Will man das Integral‘/UdV iiber dieselbe Curve 4B,

Welche wir bis jetzt betrachtet haben, gegenwartig aber in der
titgegengesetzten Richtung, namlich von B nach A hin
fortfihren, so werden (Fig. 12) die mit 12, 23, 34 bezeichneten
Curvenelemente, d. i. "diejenigen Elemente, welche vorhin die
trsten waren, gegenwirtig die letzten sein. Demnach ergiebt
sich fiir das in der Richtung von B nach A hinerstreckte Integral

UdV ein Werth, welcher, falls wir nur seine allerletzten Glieder

ndeuten, so lautet:
Neumann, Abel’sche Integrale. 5
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fUdV = eee + (V= V) U+ (Uy—Uy) Us + (Uy— Uy) Vs,

also ein Werth, welcher dem fritheren Werthe gerade entgegen-
gesetzt ist. Bezeichnen wir also das iber die Curve 4B hiner-

streckte Integral | UdV, je nachdem dasselbe von 4 nach B hin,
. B
oder von B nach 4 hin fortgelihrt werden soll, mi;j UdV oder
A

UdV, so haben wir folgenden Satz:

.

Sind U=U (x, y) und V = V (x, y) irgend zwei gegebene
Functionen, so haben die itber irgend eine Curve AB hinerstreck-

ten Integrale
4 4
] UdV wund J vav
A

immer entgegengesetzte Werthe, nimlich Werthe, deren Summe
Null ist. Gleickes gilt «also auch bei Integralen von der Form

'/lde oder fUdy.

Ganz anders verhalt es sich bei Integralen von der Form

j Uds. Soll nimlich ein solches Integral dber alle Elemente ds

einer gegebenen Curve hinerstreckt werden, so ist wohl zu be-
achten, dass die Elemente ds sammilich positive Bedeutungen
besitzen, denn ds ist die Entfernung zweier lings der Curve
hin auf einander folgender Puncte, also eine Grosse, die ihrer
Bedeutung nach jederzeit positiv ist. Demnach ist es auch

fur den Werth des Integrals j Uds vollkommen gleichgaltig, ob

man dasselbe lings einer gegebenen Curve 4B von 4 nach' B
hin, oder von B nach 4 hin erstreckt. Beide Integrale, sowohl

das lnlegral'-/ Uds, als auch das [ntecrral‘/ Uds werden ein und

denselben Werth besitzen, namlich dargestellt sein durch folgende

Formel:
A

JUds ='/ Uds = U,ds, + Updsy + ... Uyds,,
A
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wo ds,, dss, ... ds, die auf einander folgenden Elemente der
Curve 4B vorstellen, und wo U,, U,, ... U, diejenigen Werthe
bezeichnen, welche die gegebene Function U = U (x, y) in diesen
Elementen besitzt.

Fiinfter Abschnitt. Das Integral eines vollstindigen Differen-
tials lings einer in sich zuriicklaufenden Curve hin wird nicht
immer, sondern nur unter gewissen Umstinden gleich
Null sein.

Es sei € eine beliebig gegebene Elementarfliche, also eine
Flache, welche nur eine Randcurve besitat.

Die x Achse und die y Achse des Coordinatensystems konnen
angesehen werden als die beiden Schenkel eines rechten Win-
kels (z, y). Wir denken uns nun auf der Horizontalebene noch
einen zweiten, und zwar beweglichen rechten Winkel (s, n).
Dieser mag zu Anfang eine Lage haben, bei welcher sich seine
Schenkel mit denen des festen Winkels (x, y) genau decken. Und
zwar mag unter s derjenige Schenkel verstanden werden, welcher
wabrend dieser Anfangslage mit der = Achse, und unter n der-
jenige, welcher wiabrend jener Lage mit der y Achse zusam-
menfalit.

Durch Drehung und Verschiebung auf der Horizontalebene
bringen wir nun den beweglichen Winkel (s, n) in eine solche
Lage, dass sein Scheitelpunct auf irgend einen im Rande der ge-
gebenen Fliche @ liegenden Punct « fallt, und dass gleichzeitig
sein Schenkel » mit der in « errichteten inneren Normale jener
Fliche zusammenfillt; sein anderer Schenkel s wird alsdann von
seler die Richtung der in e an den Rand von € gelegten Tangente
annehmen (Fig. 13). Lassen wir den Scheitelpunct des Winkels (s, n)
wf dem Rande der Flache weiter und weiter fortricken, und
lassen wir,’ wihrend solches geschieht, den Winkel sich der Art
drehen, dass der Schenkel s bestindig Tangente bleibt, so wird
81010hzemg der andere Schenkel n bestindig die Rlcbtung der
inneren Normale angeben.

Es handelt sich nun darum, die Neigungen ndher zu unter-
Suchen, welche die Schenkel s und n, wahrend der hier ange-
lommenen Bewegung, in jedem Augenblick zur  und y Achse
haben, Bei dieser Untersuchung wird es offenbar vollstindig

. 5
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gleichgiiltig sein, ob wir dabei den mit seinem Scheitelpunct au
dem Rande von ¢ fortrickenden rechten Winkel (s, n) selber
in Betracht ziehen, oder ob wir dabei, an Stelle jenes Winkels,
einen andern rechten Winkel (S, N) hetrachten, dessen Scheitel-
punct bestindig im Anfangspunct des Coordinatensystems bleibt,
und dessen Schenkel denen des Winkels (s, n) bestindig parallel
bleiben. Was nun aber den rechten Winkel (S, N) anbelangt,
so ergiebt sich-sofort, dass die Neigung von S gegen z bestindig
ebenso ' gross sein wird, als die von N gegen y: ferner, wenn
man die zu x entgegengesetzte Richtung mit ' bezeichnet, dass
die Neigung von S gegen y jederzeit ebenso gross sein wird, als
die von N gegen a’. Wir haben demnach folgende Gleichungen
(Fig. 13):
Fig. 13.

x'< ------------- > X
(S, &) = (N, y),
(Sa y) e (N’ x’))
oder was dasselbe ist: . .
(S, z) = (N, 9),
(S, y) = 180° — (N, x).
Genau dieselben Relationen werden daher auch fir die Schenkel
des Winkel (s, n) stattfinden. Somit ergiebt sich, wenn man die
Cosinus bildet:

(1)

[cos (s, ) = cos (n, y),

lcos (8, y) = — cos (n, x).
Es seien nun U= U (x, y) und V = V¥ (x, y) zwei beliebig
gegebene, von x und y abhingende Functionen, welche innerhalb
der Elementarfliche ¢ allenthalben eindeutig und stetig sind.
Es soll das iber den Rand von € hinerstreckte Integral

f(de + Vdy)
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in nahere Untersuchung gezogen werden. Sind (Fig. 13) ¢, 8,7,9,¢,...
die lings jenes Randes aunl einander folgenden Puncte, und
Za, Ya» Ues Vai a3, yp, Us, Vpi .... die Werthe, welche
x, y, U, ¥V in jenen Puncten besitzen, so werden die Bedeutungen

der Rand-Integrale f Udx und f Vdy dargestellt sein durch fol-
gende Summen: )

fUda::: Ue (xpg— o) + Up (®y—xp) + .. ..

dey: Ve (yp—¥a) + Valyy—uyp) + ...

Bezeichnet man die Entfernung der beiden ersten Puncte e und
B von einander mit ds, so ergiebt sich sofort:

(2)

X3 — &g == ds . cos (s, x),
Yp—Ya == ds . cos (s, y);

also mit Racksicht auf (1):

3) {x,—.r, == ds . cos (n, y),

Yp— Ya = — ds.cos (n, x).

Hieraus aber folgt, dass die ersten Glieder der in (2) angegebe-
nen Summen auch so dargestellt werden konnen:

Uy (xp—2a) = Uy . ds . cos (n, y),

Va (Yg — Ya) = — Va4 .ds.cos (n, x),

wo U, und 7, diejenigen Werthe vorstellen, welche die Func-
tionen U und 7 im Puncte «, d.i. im Anfangspuncte des Linien-
elementes ds besitzen. In ganz analoger Weise werden sich alle
folgenden Glieder jener beiden Summen umnformen lassen. Somit
ergiebt sich aus (2)

@) fde= +J.U cos (n, y) . ds,
J‘de = ——'/'V cos (n, ) . ds.

Die hier auf der rechten Seite stehenden Integrale sind iiber
saimmtliche zum Rande von € gehdrigen Linienelemente ds hin-
erstreckt, und lassen sich,- wenn wir beachten, dass U und VP
innerhalb @ aberall eindeutig und stetig sind, durch Anwen-
dung eines friher (S. 59) gefundenen Satzes leicht in gewisse
Flachenintegrale umwandeln. Zufolge jenes Satzes ist namlich
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chos(n,y).ds:—ﬂ%/dxdy,
fVcos (n,x).ds:——/:/g—:dxdy,

wo die Doppelintegrale aber alle zu & gehorigen Flachenelemente
dxdy ausgedehnt zu denken sind. Somit ergiebt sich aus (4)

fde: ——ff—dxdy,
(8) .
- dey = <4 fﬂ dxdy;

und hieraus durch Addition:

(6) '/.(Uda: + Vdy) _ff dxdy

Setzen wir nun voraus, dass

Udx + Vay
ein vollstaindiges Differential darstellt, dass mithin
ov __ oV
oy = %z
ist, so verwandelt sich diese Gleichung schliesslich in:
(7) J(Ud:c + Vdy) =0.

Wir gelangen daher zu folgendem Satz:

Sind U= U (x, y) und V = V (x, y) irgend zwei Functionen,
welche innerhalb einer gegebenen Elementarfliche & iberall ein -
deutig und stetig sind, und ist ferner Udx 4 Vdy ein voll-
stindiges Differential, so ist das iber den Rand der Fliche €
hinerstreckte Integral

f(de + Vdy)
Jederzeit gleich Null,




Dritte Vorlesung,

Functionen mit einem complexen Argumente in
ihrer Ausbreitung auf einer Elementarfliche.

Erster Abschnitt. Ueber die positive Umlaufung einer Fliche
oder eines Punctes, und iiber die Wahl des Coordinaten-
systemes.

Es ist nicht ohne Absicht geschehen, dass wir die Ebene,
uber welche hin die Werthe einer gegebenen Function ausgebreitet
wurden, immer als horizontal angesechen haben. Wir kdnnen
in Folge dessen jetzt unmittelbar von der oberen und unteren
Seite dieser Ebene sprechen. Und die Vortheile, welche hier-
durch fir unsere Ausdrucksweise entspringen, werden schon jetat,
namentlich aber spater, wenn wir zu complicirteren geometrischen
Vorstellungen ibergehen, nicht ohne Gewicht sein.

Es sei auf der Horizontalebene irgend ein Flachenstiick A
abgegrenzt. Ein Mensch, welcher auf der Horizontalebene fort-
schreitet, hat, wenn er diese Fliche 2 langs ihres Randes hin
umwandern will, die Wah! zwischen zwei einander entgegenge-
setzten Richtungen. Je nachdem er sich fir die eine oder die
andere entscheidet, wird er wahrend seiner Wanderung die Fliche
A entweder bestindig zur Linken, oder bestindig zur Rechten
haben. Wir setzen Folgendes fest:

Definition. Diejenige Richtung, in mwelcher man am Rande
und auf der oberen Seite einer gegebenen Fliche fortgehen muss,
wenn man die Fliche selber bestindig zur Linken haben will,
soll die positive Richtung ihres Randes, und die Wanderung,
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welche man alsdann ausfithrt, cinc positive Umlaufung der
Fliche genannt mwerden.

Ein auf der Horizontalebene befindlicher Punct kann als eine
ausserst kleine Flache, z. B. als einc sehr kleine Kreisfliche an-
gesehen werden. Demgemass soll unter der positiven Um-
laufung eines Punctes diejenige verstanden werden, bei wel-
cher jene kleine Flache in positiver Richtung umlaufen wird.

Befindet sich ferner auf der Horizontalebene eine gerade
Linie, welche mit dem einen Endpuncte auf der Ebene befestigt
ist, und welche, auf der Ebene fortgleitend, um jenen festen
Endpunct rotirt, so soll diese Rotationsbewegung eine positive
genannt werden, sobald die einzelnen Puncte der Linie um jenen
festen Punct in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst
sich unmittelbar eine gewisse Festsetzung, die wir in Betreff des
auf der Horizontalebene anzunehmenden Coordinatensystemes
machen; es ist folgende:

Das Coordinatensystem soll immer der Art beschaffen gedacht
werden, dass die x Achse einen Winkel von 900 beschreiben muss,
falls sie durch eine positive Rotation um den Anfangspunct in die
Lage der y Achse gelangen mill.

In Fig. 14 z. B. sind die Linien x, y zu Coordinatenachsen
zu wahlen, denn bei diesen betrigt der eben genannte Rotations-
winkel in der That 90°. Bei den Linien x, y" hingegen betragt
jener Winkel 270°; diese letztern dirfen also nicht gewahlt werden. -
Wir konnen die eben gemachte Festsetzung iibrigens auch so aus-
sprechen:

Die beiden Achsen des Coordinatensystemes sollen stels. so. zu
einander liegen, dass der auf der oberen Seite der Fliche
Stehende und in der Richtung der x Achse Fortsehende die y Achse
2ur Linken hat.

Ganz analeg ist nun auch diejenige Beziehung, welche —
zufolge unserer Definition (Seite 71) —— zwischen der positiven
Randrichtung einer. gegebenen Fliche und zwischen der auf die-
sem Rande errichteten inneren Normale stattfindet. Denn der
auf der oberen Seite der Fliche, an ihrem Rande Stehende und
in der positiven Richtung dieses Randes Fortsehende hat ja
ebenfalls die Fliche, mithin auch die im Rande errichtete in-
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nere Normale. zur linken Hand. Wir haben somit folgenden
Satz (Fig. 14):

‘Stellt bei irgend einer Fliche s
die positive Richtung des Randes,
und n die auf dem Rande errichiete
innere Normale vor, so liegt jeder-
zeit s zu n, wie x zu y, d. h. wie
die x Achse zur y Achse.

Die in Betreff des Coordinaten-
systems x, y gemachte Festsetzung O! ->X
soll sich natiirlich auch auf jedes an-
dere Coordinatensystem erstrecken,
welches etwa gleichzeitig neben jenem
in der Horizontalebene angenommen
wird. Sind z. B. zwei Coordinaten-
systeme x, y und §, 7 vorhanden, so wird § zu 7 stets ebenso
liegen wie x zu y.

Haben wir es also in der llorizontalebene gleichzeitig mit
zwei Linien &, y, mit zwei Linien & % und mit zwei Linien s, n
zu - thun, so werden diese drei Linicnpaare als drei verschiedene
Lagen ein und desselben auf jener Ebene fortgleitenden rechten
Winkels zu betrachten sein, dessen einer Schenkel wahrend jener
drei Lagen der Reihe nach mit x, §, s, und dessen anderer
Schenkel gleichzeitig mit y, %, n bezeichnet ist.

Ist in der Horizontalebene eine Fliche gegeben, welche mel -
rere Randeurven besitzt, welche z. B. (Fig. 15) von drei Rand-
curven, einer dusseren und zwei inneren,
begrenzt ist, so wird die vollstindige Um-
laufung dieser Flache darin bestehen, dass
" man successive die erste, dann dic zweite,
endlich die dritte Curve durchwandert.
Was die positive Umlaufung der Flache
anbelangt, so soll die vorhin angegebene
Definition (S. 71) auch hier in Kraft blei-
ben. Die Umlaufung der Flache (Fig. 15) B
wird demnach eine positive sein, wenn sie, was die aussere
Randcurve anbelangt, in der Richtung «, und was die beiden
innern anbelangt, in den Richtungen b und ¢ vor sich geht.

Es seien U= U (x, y) und ¥ = ¥V (x, y) irgend zwei ge-

Fig. 14,

v
y'

Fig. 15,
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gebene Functionen, ferner sei 9 eine beliebig gegebene Flache
(Fig. 15). Die im Rande von 9 liegenden Puncte méogen, wie
sie in der positiven Richtung des Randes auf einander folgen,
mit 1, 2, 3, 4, ..., und die Werthe, welche U und 7 in diesen
Puncten besitzen, mit U,, U,, Us, Uy, ... und ¥V, ¥,, V5, V,, ..
bezeichnet werden. Das iiber den ganzen Rand der Fliche %
hinerstreckte Integral

fUdV: U (Py— V) + Uy (V35— V) + U (Vy— V) + ...

soll alsdann das durch positive Umlaufung der Fliche %A
resultirende Integral genannt, und kurzweg mit .
J vav
|
bezeichnet werden. Ist die Fliche von mehreren, etwa von
n Randcurven begrenzt, so wird dieses Integral aus einer Summe
von n einzelnen Integralen bestehen. So wird z. B. fir diejenige
Fliche %, welche durch die Fig. 15 dargestellt ist, dieses Rand-
Integral folgenden Werth besitzen:

fUdV = | UdV + | UdV +JUdV,
N a [ ¢ '
wo die drei Integrale rechts iiber die drei Randcurven jener
Fliche hinerstreckt sind, und zwar hinerstreckt sind (Fig. 15) in
den Richtungen der mit @, b, ¢ hezeichneten Pfeile.
Ein auf der Horizontalebene gegebener Punct kann, wie
bereits bemerkt, angesehen werden als eine unendlich kleine
Flache. Demgemass soll das durch positive Umlaufung

irgend eines Punctes p resultirende Integral [ U4y in

jUdV

p

Zukunft kurzweg mit

bezeichnet werden.

Man wird vielleicht vermuthen, ein solches Punct-Integral
konne an und fir sich noch keinen bestimmten Werth haben,
sondern konne eine bestimmte Bedeutung immer erst dann erhal-
ten, wenn nicht nur der Punct selber, sondern auch die Curve,
in welcher derselbe umlaufen werden soll, genau angegeben ist.
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Jedoch existiren, wie wir im Folgenden sechen werden, viele Fille,
in welchen der Werth eines derartigen lotegrales, auch ohne
nahere Angabe seiner Integrationscurve, bereits voll-
standig bestimmt ist.

Zweiter Abschnitt. Allgemeine Eigenschaften einer jeden, nicht
von x und y, sondern nur von dem einen Argumente x + iy
abhéngenden Function.

Es'seii=) — 1, und f = f (z + iy) irgend eine von
x -+ iy abhingende Function, — vbllig gleichgiiltig, ob i allein
in dem Argumente x + iy, oder ob i gleichzeitig auch noch
in den in f vorkommenden Constanten enthalten ist. Eine
solche Function f wird sich durch Sonderung des Reellen und
Imaginaren jederzeit aufl die Form

[= U<+ iV

bringen lassen, wo U und ¥ reelle Grossen sind. So z. B. ist
die Function

f= (x4 iy
2+ 3i
gleich:
(2—8i) (z* —y* + 2ixy)
2449 o
d. i. gleich:
2(x® — y*) + 6y +i day—3(z'—y")
13 13 '

in diesem Falle also:
U— 2@y teay _ dey—3—y)
13 i 13
Ferner ist, um ein anderes Beispiel anzufiihren, die Function
f=sin (x + iy)

gleich:
sin x . cos iy -} cos x . sin iy,

d. i. gleich:

Yy — e~y
sinx.e’-:ﬂ+i.cosx.e 2e s
in diesem Falle also:
y Y — e~V
U=sinz.% -};e-v. V=cosx.e—-—2—e--

Ist demnach irgend eine Function f (x 4 iy) auf die Form
U + iV gebracht, so werden U = U (x, y) und V=V (x, y)
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zwei Functionen sein, die anf irgend welche Weise von « und y
abhingen, und deren Werthe reell sind. Man wird daher, was
die Werthe einer dieser beiden Functionen, z. B. die Werthe von
U anbelangt, die frither angegebene Methode in - Anwendung brin-
gen, diese Werthe namlich ausbreiten konnen auf der Hori-
zontalebene; und ebenso andererseits auch die von 7. Denkt
man sich gleichzeitig beide Functionen auf der Horizontalebene
ausgebreitet, so werden in jedem Puncte x, y zwei Perpendikel
zu denken scin, von denen das eine den zugehérigen Werth von
U, das andere den von [ reprisentirt. Die urspringlich
gegebene Function f (v 4+ iy) wird demnach, was ihren
Werth in einem einzelnen Puncte der Horizontalebene
anbelangt, dargestellt sein durch ein in dem Puncte
errichtetes Perpendikel-Paar, und, was die Gesammt-
heit ihrer Werthe anbelangt, dargestellt sein durch
ein die llorizontalebene iiberdeckendes Flachen-Paar.

Soll f(x + iy) eindeutig sein, so wird dazu offenbar er-
forderlich nnd hinreichend secin, dass U und ¥ eindeutige Fune-
tionen sind. Und ebenso wird es sich auch mit der Stetigkeit
verhalten. Soll £ (x 4 iy) stelig sein, so ist dazu erforderlich
und hinreichend, dass die beiden Funetionen U und 7 stetig sind.

Es ist, was die von dem Argument x 4 iy abhangenden
Funetionen anbelangt, wichtig, auf cinige sehr einfache Beziehungen
aufmerksam zu machen, die jederzeit zwischen den Differential-
quotienten einer solchen Function stattfinden.

Differenzirt man die Function f{x + iy) nach x und Y, so-
dann nach ax und vy, so erhalt man:

‘~—fw+w
L \.r-i-iy.

cy

T

und ferner

Vo= e+

cx?

S — et

cut

(£

Aws 1 folgt:
er .
\3 (:J‘ + ! (:y —_ O.
und aus 2°:

g or o
) T =0
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Von diesen beiden Formeln (3) und (4) ist die erstere noch
einer wichtigen Verallgemeinerung fihig. Wir betrachten zu die-
sem Zweck irgend welchen Punct p auf der Horizontalebene, des-
sen Coordinaten x und y sein mogen, und lassen von diesem
Punct zwei Linien s und » in vorlaufig ganz beliebigen Rich-
tungen auslaufen. Far die Differentialquotienten von £ nach die-

sen beiden Richtungen ergeben sich alsdann — zufolge eines
friher (S. 51) gefundenen Satzes — folgende Werthe:

(Z/-‘maf cos (x, s )+?/:cos (y, $)

ds b ay 2 ’

df 9/' ,

= 7, cos (x, n) + Z{/‘ cos (y, nj.
Wir wollen nun voraussetzen, dass die beiden Richtungen
s und n auf einander senkrecht Fig. 16.
stehen, und dass (Fig. 16) s zu n v
ebenso liegt wie die Richitung der "

x Achse zu der der y Achse. Als- >

. en df d/‘ " oy
dann nebmen die fir 7 und \ -

gefundenen Werthe, falls wir den |%' e
zwischen sund x liegenden Winkel
mit « bezeichnen, folgende Gestaltan:

% g’ cosa+()£ cos(’;——a),

d 0
‘i—ﬁ:gi—.cos (—2- + a) +;; cos a,

d. i. .
%: gf cosa + ,;Sill a,
%="— gﬁ sin o +aycosa.
Und hieraus ergiebt sich far das Aggregat

ar | . df
a1t
sofort folgender Werth:
((I.It/+ dn ( +i a/) cos @ + (g{/‘ — lg/:)%in a,

d i
:f'i't%:(%i—-}-zg;) (cos @ — 7 sin a);
also mit Riickblick anf (3):

- ar af
(3) ds + i dn 0.
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Bezeichnen wir den Werth der Function f, wie er sich durch
Sonderung des Reellen und Imaginaren ergiebt, mit U + iV,
und setzen wir diesen Werth in die Formeln (3), (4), (5) ein, so

erhalten wir:
3(U+iV)+ 3(U+1V) =0,

a’(lg-zi;zV) + 3’(U+1V) —0,
d([/+zV) d(I/+zV)
+i dn =0.

Und hieraus ergeben sich durch Sonderung des Reellen und Ima-
ginaren sofort -folgende Relationen:

ov oV Vv
(3a) = o Ta=—"
V
(42) wtogp =0 Gt =0
av av 1174 av
(5a.) = dn o= 0.

Wir konnen uns in Betreff der hier erhaltenen Formeln (3),
4), (5) und (3a.), (4a.), (ba.) folgendermassen ausdriicken:
Versteht man unter f—=1[ (x -+ ty) irgend welche nichi von
x und y, sondern nur von dem einen Argumente x - iy abhdn-
gende Function, und bezeichnet man den Werth dieser Function,
wie er sich durch Sonderung des Reellen und Imaginiren ergiebt,
mit U 4 iV, so finden jederzeit folgende Relationen statl:
of 3/' —
w1 0,
oUu __ aV vV __ ..
e = o T O

und ebenso auch foIgende.- _ <

(L)

s
+ =0,
m ?il —_
et =0 aze"‘ay::o'

Gleichzeitig sind die Relationen (1) einer Verallgemeinerung
[ihig. Versteht man nimlich unter s und n irgend zmwei von einem
beliebigen Puncte ausgehende, auf einander senkrechte Richtungen,
und zwar zwei Ricktungen, von welchen s zu n ebenso liegt, wie
die x Achse zur y Achse, so finden jederzeit folgende mit jenenm
Relationen (I.) villig analoge Relationen statl:



Functionen auf éiner Elementarfliche. 79

daf ; . d
Liit—o
a_ av
ds dn’
Diese Formeln (IIl.) werden z. B. jederzeit dann gelten, mwenn
man unter s die positive Randrichtung einer beliebig gegebenen
Flache, und unter n die auf diesem Rande errichtete innere Nor-
male versteht.

() w v __
wn T =0

\

Dritter Abschnitt. Untersuchung einer von x + iy abhdngenden

Function, die auf einer beliebig gegebenen Elementarfliche

dberall eindeutig und stetig ist. Reihenentwickelung einer .

solchen Function innerhalb irgend eines auf jener Flache
abgegrenzten Kreises.

Es sei €& eine beliebig gegebene Elementarfliche, und
f = f (x + iy) eine von z + iy abhangende Function, welche
auf dieser Fliche € iberall eindeutig und stetig ist. Wir
" wollen das in positiver Richtung um den Rand von & herum er-
streckte Integral

@) - J= [f(x +iy).d(x + iy)

untersuchen. Bezeichnen wir den Werth der Fuoction £ (x + iy),
wie er bei Sonderung des Reellen und Imaginaren sich heraus-
stellt, mit U 4 i¥, so konneu wir dieses Integral auch so

schreiben:

2 J=‘/'(U+iV).(l(x+iy),
. (;
oder, was dasselbe ist, auch so:
(3) J =f(de — Vdy) + i.[(de + Udy).
‘e
Nun ist zufolge des letztbewiesenen Satzes:
w__ _ow o _w
oy ox’ oy = oOx

Daraus folgt, dass die in (3) auftretenden Ausdriicke

Ude — Vdy und Vdx 4+ Udy
vollstandige Differentiale sind. Beachtet man dies, und be-
achtet man ausserdem, dass f, mithin auch U und F7° —- der
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gemachten Voraussetzung zufolge — innerhalb der Fliche € iiberall
eindeutig und stetig sind; so ergiebt sich durch Anwendung
eines friher (S. 70) gefunderien Satzes sofort, dass die in (3) auf-
tretenden Integrale beide Null sind. Somit erhalten wir schliesslich:
(4) J =0,

mithin folgenden Satz:

Ist-eine Function f (x 4 iy) auf einer gegebenen
Elementarfliche G uaberall eindeutig und stetig, so
ist das aber den Rand von'E in positiver Richtung
hinerstreckte Integral

Sre+w.ae+u
G

jederzeit gleich Null.

Von dem in negativer Richtung iber jenen Rand
hinerstreckten Integrale gilt natirlich dasselbe; denn
da das Integral bei Voraussetzung der einen Richtung
Null ist, so wird es bei Annahme der entgegeng‘eaetzten
Richtung ebenfalls Null sein.

Es sei € eine Elementarfliche, innerhalb welcher die Func-

tion.f (x + iy) den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit
nicht Geniige leistet. In diesem Falle wird das Rand-Integral

biﬁw+w d (@ + i)

keineswegs Null sein, sondem im Allgemeinen irgend welchen
andern Werth besitzen. Wir wollen annehmen (Fig. 17), die be-
Fig. 17. trachtete Elementarfliche & vermebre sich, durch
eine Erweiterung ihrer Randcurve, um irgend wel-
ches Flachenstick abcd. Diese erweiterte Ele-
mentarflache mag mit ’, und das iber ihren

Rand hinerstreckte Integral mit

J‘"ff(w+1y d (x + iy)

bezeichnet werden.

Unsere Aufgabe mag nun darin bestehen, diese beiden Inte-
grale J und J' mit einander zu vergleichen; dabei aber mag
angenommen werden, dass die Function f(x + dy) in-
nerhalb des Flachentheiles (" — §), d. i. innerhalb des

L R e

)
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neu hinzugetretenen Fliachentheiles abcd, dberall eindeutig
und stetig ist.

Die Integrale J und J' sind, wie wir voraussetzen, iber den
Rand von € und iber den von G’ in pesitiver Richtung hin-
erstreckt. Durch Subtraction ergiebt sich daher:

(1) J' — J = [adc] — [abc], -
wo fir den Augenblick unter [adc] und [abc] zwei uber die
Curvensticke adc und abc hinerstreckte Integrale

Jre+m.ae+i
verstanden werden sollen. Da der Werth eines solchen Integrales,
sobald die Richtung der Integration gewechselt wird, in sein
Gegentheil umschlagt (vgl. S. 66), mithin.

[abc] = — [cba]
ist, so konnen wir die far J° — J erhaltene Formel auch so dar-
stellen:

(2) J'—J = [adc] + [cba].
Dic hier vorhandene rechte Seile ist aber nichts anderes, als
das idber den Rand von (&' — &) hinerstreckte Integral

| ff(¢+r’y)-d(x+iy),

und ist daher zufolge der iiber (' — §) gemachten Annahme,
und zufolge des vorhergehenden Satzes gleich Null. Somit er-
giebt sich schliesslich: J' — J = 0, oder
(3) J=J

Das Integral

Jre+i).a@+i)

besitzt also, mag es nun dber den Rand von €&, oder mag es
iiber den von G’ hinerstreckt sein, immer ein und denselben
Werth. Lassen wir die urspringlich gegebene Fliche & nicht
um einen, sondern um mehrere Flichentheile zunebmen, oder
auch gleichzeitig um einige Flichentheile zunehmen, und um
andere abnehmen, und setzen wir voraus, dass die Function
f (x + iy) innerbalb jedes solchen Flichentheiles eindeutig und
stetig ist, so gelangen wir zu einem allgemeineren Ergebniss,
welches, wie leicht zu ibersehen, folgendermassen lautet:

Ladsst man eine gegebene Elementarfliche € um beliebige Flichen-
Neumann, Abel’sche Integrale. 6
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theile zu- oder abnehmen, und versteht man unier f (x -+ iy) eine
Function, welche innerhalb der hinzukommenden oder austretenden
Flichentheile eindeutig und stetig ist, so wird das Integral

re+ . ae+ ),

mag man es nun in positiver Richtung itber den urspringlichen,
oder mag man es, ebenfalls in positiver Richtung, itber den neuen
Rand der Fliche hinerstrecken, immer ein und denselben Werth
besitzen,

Es sei € eine beliebig gegebene Elementarfliche. Ferner
seien @, B die Coordinaten eines innerhalb ¢ liegenden festen
Punctes, und x, y die Coordinaten eines ebenfalls innerbalb &
befindlichen beweglichen Punctes; der erstere Punct mag kurz-
weg mit ¢ 4 if, der letztere mit « <+ iy bezeichnet werden.

Der Bruch ‘

~

1

o EFw— @t

besitzt alsdann einen Werth, welcher unendlich gross wird, so-
bald der bewegliche Punct « + iy in den festen Punct « 4 if
- hineinfallt, welcher aber fiir alle anderen Lagen des Punctes
« 4 iy endlich und stetig bleibt.

Es sei nun f (x 4 #y) irgend welche Function, die innerhalb

der gegebenen Fliche € Gberall eindeutig und stetig ist.
Der Bruch )

@) ftiy)
(@ +iy) — (@« +if)

wird dann — ebenso wie der Bruch (1) — innerbalb &, mit
alleiniger Ausnahme des Punctes « + if, allenthalben eindeutig
und stelig sein. Sondern wir -daher von der Fliche € eine kleine
um den Punct ¢ 4 8 beschriebene Kreisfliche £ ab, so wird der
Bruch (2) als eine von « 4 iy abhangende Function zu bezeichnen
sein, welche innerhalb des ibrig bleibenden Flichen-
theiles (§ —¥f) durchweg eindeutig und stetig ist.

Betrachten wir demnach die gegebene Fliche G als eine Er-
weiterung der Kreisflache £, so konnen wir auf die Function (2)
unmittelbar den vorhergehenden Satz in Anwendung bringen, und
gelangen alsdann zu dem Ergebniss, dass das Integral

[+ .
Cry—@td 1T
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mag es nun um den Rand von f, oder mag es um den von €&
in positiver Richtung herumerstreckt werden, immer ein und
denselben Werth besitzt. Somit erbalten wir:

) fetiy) . datiy) _ [flz+iy). d+iy)
(z 4 y) — (e 4 if) A (@ +iy) — (@ +if) ’
t

oder, wenn wir zur Unterscheidung die zum Rande von & ge-
hirigen Puncte mit x + ¢y, die zum Rande von f gehorigen hin-

gegen mit § 4 #n bezeichnen:
[E+in).dE+in __ [fl@diy).d@+iy),

“ G+ —(«+ip ] @Fiy) — @+ °
t

die Integrationen laufen hier um den Rand von ¥ und um den
von € in positiver Richtung herum.

Bezeichnen wir den vom Puncte « 4 i nach dem Puncte
§ + in hinlaufenden Kreisradius mit ¢, und den Winkel, unter
welchem dieser Radius gegen die « Achse geneigt ist, mit &
(Fig. 18), so wird:

E—a = ¢ cos ®, Fig. 18.
n—p = ¢ sin &,

mithin:

(& +n) — (a-+ iB)=e(c0s & + ixin®)
’ =0. cw,
folglich:

d(+in) = ioe' d8,
d(§ 4 in) — id9
EFm—@r@m
Das in (4) auf der linken Seite
stehende Integral verwandelt sich

demnach in: .
i fre+in. a0
t

oder, was dasselbe ist, in:

und:

2 ‘f(E+in) . 0dd
me . 2,'0 ’
d. i. in:

(4a) A ff (& + in) . do,

o*
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wo 6 =— 2mo den Umfang des Kreises ¥, und do — od® ein Ele-
ment dieses Umfanges darstellt. Setzen wir nun den Werth (4a)
in die Formel (4) ein, so erhalten wir:

1 . 1 f(x+iy).d(z+iy)
() F'/!‘f(g + in) do = i (.1:+T;)—(¢+iﬁ) )
G

Der hier auf der linken Seite stehende Bruch stellt, wie leicht
zu erkennen ist, nichts Anderes vor, als das arithmetische
Mittel aller derjenigen Werthe, welche die Function f auf der
Linie ¢, d. i. auf der Peripherie des Kreises I besitat.*) Be-

.*) Ist der Werth von /(£ 4 in), wie sich derselbe bei Sonderung‘
des Reellen und Imagindren heransstellt, gleich z 4 iv, und denkt man
sich die Kreislinie ¢, ohne die in ihr vorhandenen Werthe von » und v
zu indern, in irgend einem Puncte durchschnitten, und horizontal
hingestreckt; so wird das iiber dicse Linie hinlanfende Integral

‘/;do' ein gewisses Flichenstiick darstellen, welches unten von der

Linie 6, und oben von derjenigen Curve begrenzt ist, deren Ordinaten
durch die Werthe von u ausgedriickt sind. Construirt man nun iiber
der Linie ¢ ein Rechteck, welches mit dem eben genunnten Flichen-
stiick gleichen Inhalt besitat, so wird die Hdhe dieses Rechtecks das
arithmetische Mittel der anf ¢ stehenden Ordinaten u vorstellen.
Die Hohe des Rechtecks — sie mag U heissen — wird aber bestimmt
durch die Formel .

6.(/='/:4da,

und besitzt also folgenden Werth:

U=ljud¢.
¢

In dhnlicher Weise ergiebt sich, falls man das arithmetische Mittel
der auf ¢ vorhandenen Werthe von v mit 7 bezeichnet:

V=if;dc.
[

U+ir=%ﬁu+iv) d.

Nun ist u < iv = f (§ 4 in); ferner U4 iV das arithmetische
Mittel aller derjenigen Werthe, welche die Function u 4 iv oder
f (& + in) auf der Linie o besitzt. Die vorstehende Formel zeigt dem-
nach die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung.

Somit folgt:
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zeichnen wir also dieses arithmetische Mittel fir den Augen-
bhck mit F, so erhalten wir:

1 [flz+1y .d@x+iy)
) F= gmi ) crw—GtD

Die um den Punct « + if beschricbene Kreisfliche ¥ war
beliebig klein angenommen. Unbeschadet der Giltigkeit unse-
rer Formel (6), konnen wir daher jene Kreisfliche sich enger
und enger um ihren Mittelpunct herum zusammenziehen lassen;
wir beobachten die Umwandelung, welche in unserer Formel als-
dann vor sich geht.

Die rechte Seite der Formel wird offenbar von diesem Pro-
cess gar nicht berihrt. Denn das rechts siehende Integral steht
zu jenem Kreise in gar keiner Beziehung; es ist hinerstreckt aber
den Rand der gegebenen Fliche €, und behalt also, mag nun
jener Kreis gross oder klein sein, immer denselben Werth.

- Anders verhilt es sich mit der linken Seite. Die links
befindliche Grosse F stellt das arithmetische Mittel aller
Werthe vor, welche die Function f auf der um « + i beschrie-
benen Kreislinie besitzt. Wahrend sich daher jene Kreislinie
Schritt fir Schritt enger und enger um den Punct @ + 8 herum
zusammenzieht, wird gleichzeitig die Bedeutung der Grosse F
. ebenfalls Schritt far Schritt eine andere werden. Lassen wir die
Zusammenziehung so lange fortdauern, bis sich die Kreislinie
schliesslich in den Punct « 4 i verwandelt, so wird der Mittel-
werth F schliesslich iibergehen in denjenigen Werth, welchen die
Function f im Puncte ¢ -+ i besitzt, also ibergehen in f (« + i8);
wie sich solches mit voller Strenge ergiebt, wenn man beachtet,
dass die Function f, der Voraussetzung zufolge, innerhalb €, also
auch in der Nahe des Punctes a« + i iiberall eindeutig und
stetig ist. )

Es verwandelt sich demnach unsere Formel (6), wenn wir
den Radius der um « 4 i beschriebenen Kreislinie bis zu Null
abnehmen lassen, in folgende:

1 x 41 d(x 41
M et B PR

Fir die Folge wird es 'z'weckmasslg sein, dle Bezeichmugen x4 iy
~und « + if mit einander' zu vertauschen, nimlickh den im In-
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nern von & gelegenen Punct mit x + iy, und den am Rande
von & befindlichen mit « 4 i zu bezeichnen. Unsere Formel
verwandelt sich dann in.
. | fle<if) . d (x4 if)
® et = | erBH—etw
(i

Wir haben demnach folgenden Satz:

Ist eine Function f(x 4 iy) innerhalb einer gegebenen Ele-
mentarfliche & iberall eindeutiy und stetig, so lassen sich die
Werthe, welche die Function im"Innern von € besitzt, jederzeit
ausdriicken durch ein gewisses itber den Rand von € hinerstreck-
tes Integral.

Stelit namlich x + iy irgend einen Punct im Innern, und
a« + iff irgend einen Punct am Rande vor, so ist stels:

1 [(fatiB).de 4B
feti=sm | i ® =G+t
41

wo die Integration in positiver Richtung um den Rand von & herum-
liuft. .
Es sei ¢ (x + iy) eine Function, welche im Innern der
gegebenen Elementarfliche § iberall eindeutig und stetig
ist, und welche gleichzeitic am Rande von € einen iiberall con-
stanten Werth, etwa den Werth & besitzt. Fir diesen Fall
verwandelt sich die so eben gefundene allgemeine Formel in: ‘
1 K.d(a+iB)
® e+ ’-")*w'f CES R CE )
Andrerseits ist zu beachten, dass jene allgemeine Formel giiltig
sein wird, wenn man an Stelle der daselbst befindlichen Function
f(x + iy) eine Constante, z. B. die Constante 1 nimmt; denn
eine Grosse, die in allen Puncten der Fliche & den Werth 1
besitzt, wird offenbar eine Grosse sein, die innerhalb & iiberall
eindeutig und stetig ist, also diejenigen Bedingungen erfillen,
welche an die Function f(x 4 iy) gestellt wurden. Nehmen wir
aber statt jener Function die Constante 1, so verwandelt sich
unsere allgemeine Formel in:
1 - d(e <+ iff)
@) 1= ) GFP—T o
. G
Durch Vergleichung von (1) und (2) folgt nun sofort:
3) P (x + iy) = K.
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Somit haben wir, folgenden Satz:

Ist eine von x + iy abhingende Function auf einer gegebenen
Elementarfiiche & iberall eindeutig und stetig, und ist der Werth
dieser Function am Rande von € constant, so ist ihr Werth
auch im Innern von € allenthalben constant.

Wir gehen nun iber zu einer andern sehr wichtigen An-
wendung unserer allgemeinen Formel.

Es sei a 4 ib ein auf der Horizontalebene beliebig'gegebener
Punct, und & eine um diesen Punct beschriebene Kreisfliche von
beliebiger Grosse. Ferner sei f(x 4+ iy) eine Function, die in-
nerhalb & tberall eindeutig und stetig ist. In jedem
innerhalb & liegenden Punct x + iy wird diese Function alsdann

einen Werth besitzen, welcher — gemass unserer allgemeinen

Formel — in folgender Weise ausgedriickt werden kann:
1 [(fletif).d(e+ip)

(1) f(x+'y)_2n£;{(a+iﬁ)—(.1:+iy) ;

« + if stellt hier einen am Rande von § liegenden Punct vor,
und die Integration liauft um den Rand von & in positiver Rich-
tung herum.

Vom'Kreismittelpuncte a + ib aus ziehen wir zwei Linien,
eine nach dem im Innern von & liegenden Punct x + iy, die
andere nach dem am Rande befindlichen Punct o« 4 if, bezeich-
nen die Langen dieser Linien mit r und R, und ferner die Win-
kel, unter welchen sie gegen die « Achse geneigt sind, mit ¢ und
T. Dann wird

xr—a=rcost, o —a=Rcos T,
y—b=rsint, f— b= Rsin T,
mithin:
(®+iy) — (a +ib)=re'’, (@ +if)—(a+ i)=R.c'",
oder wenn wir zur Abkirzung

x + iy=z,

(2) a+ib=c,
w+if=y

setzen: .

(3) z—c=re, y—c=R.e'T;

vergl. die Fig. 19.
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Fig. 19. Der Bruch p— lasst

sich, weil R grosser als r ist,
in folgender Weise entwickeln:

i 1 1
@ =
R

1 r Kad i
=z (1+§ +,7z=‘+~--):

und ebenso erhilt man auch,

iT it
wenn man Re ~, re an

Stelle von R, r nimmt:
1 1 reit r2etit,
(5) Reir__.,-eu-:Regr(l +m+ W-'- ..... )

Diese Reihenentwickelung ist, ebenso wie die vorhergehende,
jederzeit convergent und gultig, sobald R grosser als » ist, d. h.
sobald der Punct £ 4 iy oder z im Innern der Kreisfliche bleibt,
und nicht etwa gerade am Rande derselben sich befindet.

Substituirt man in (5) far Re'T und re'? die in (3) ange-
gebenen Werthe y—c¢ und z—c¢, so erhilt man:

1 1 z—c (z—¢)?
(6) _ (1+ +(y_c),+o--.).

Die vorhin aufgestellte Formel (1) verwandelt sich nun durch Ein-
fihrung der in (2) angegebenen‘ Abkiirzungen in:
A f(y) . dy
@ )= 2,“ =z
[
folglich durch Benutzung von (6) in:

® r=gm- [ (et =R )
£

Zerlegt man nun dieses Integral in seine einzelnen Bestandtheile
und lasst man in jedem einzelnen Theile die von der Integrations-
Variablen y unabbangigen Factoren vor das Integrations-Zeichen
treten, so erhalt man schliesslich: ’

(9) f@)=4+ (z—e¢c). B+ (z—¢?.C+.....
wo A, B, C, ... folgende Bedeutungen haben:
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(4= L . (1.9
2®i y—c
8’
= i [t
(10) . 9 ( .
= L [f).dy
= 21::'". (y — o)’
£

Die Werthe dieser Gréssen 4, B, C, ... lassen sich noch
in anderer Weise darstellen. Differentiirt man namlich die For-
mel (7) zn wiederholten Malen nach z, so erhalt man:

1 () . dy
=5 | 5=
(]

1 f(y) . dy
fl(z)-— Swi. —6;:—5.—,
f 4

)

1
an v
1 ; 1 f(y) . dy
m'f(z)—m'[(y—z)’ ?

Durch Vergleichung von (10) und (11) erkennt man nunmehr so-
fort, dass die Grossen 4, B, C, ... nichts Anderes sind, als
diejenigen Werthe, welche

F@, (@, 5@ ...

fir z = c annehmen. Somit erhilt man:

4 = f(c),
B= % r (c),
(12) 1 ,
= 1.2 (c)v i

v Ne e e e s s s 0.

Wir gelangen demnach mit Ricksicht auf (9) und (12) zu folgen-
dem Satz:

Die Taylor’'sche Reike. Eine Function f(x + iy), die
innerhalb " einer Kreisfliche uberall eindeutig und stetig ist, lisst
sich, mwas shre Werthe im Innern dieses Kreises anbelangt, jeder-
zeit durch eine gewisse Reihenentwicklung darstellen.

Versieht man unter x + iy-einen beliebigen Punct im Innern
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des Kreises, und unter a + ib oder ¢ den Mittelqunct des Krezses,
so lautet diese Entwicklung folgendermassen:

flz + iy) =F(c) +£"%_fv( )+ (w+w—c) 1)+

sie bleibt convergent und gilltig, so lange der Punct x + iy
im Innern der Kreisfliche bleibt, um) nicht etwa hart an den
Rand derselben rickt.

Diese Entwickelung ist als ein unmittelbarer Ausfluss der von
uns (auf Seite 86) gefundenen allgemeinen Formel

D L [latiB) . detip
W feti=g [ GFw-etw
(44

anzusehen. Wir gehen aber zu anderen Folgerungen, die aus
dieser Formiel sich ergeben.

Die Formel bezieht sich auf eine belleblg gegebéne Elemen-
tarflaiche €, und ist giltig, wenn f eine Function vorstellt, welche -
innerhalb @ dberall eindeutig und stetig ist, und wenn gleich-
zeitig « + iy irgend einen innerbalb @& befindlichen Pun(,t be-
deutet. Setzt man zur Abkiirzung

x 4 iy =z,
2
& {a + =y
so lautet die Formel:

) rl) = 5o J o2y,

Hieraus ergiebt sich durch wiederholte Differentiation nach z:

__ 1 f(y).dy
@)= g5 (y—2p°
f"(z) — 1__? f(y) - dy

(4) ) 2mi .ce vy —2°"’

rrr _.__1.2.3 /(y).d'y
= 2xi  J (y—2)t°
(3

Ist n irgend eine ganze Zahl, und bedeutet ferner, wie solches .
hier der Fall ist, z einen im Innern und y einen am Rande
von € gelegenen Punct, so wird

1
(8) T

N
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ein Ausdruck sein, welcher sich bei jedweder Bewegung des

Punctes z auf stetige Weise andert; vorausgesetzt dass dieser

Punct wihrend seiner Bewegung in den am Rande liegenden Punct

7 niemals hineinfallt. Gleiches wird, wenn y,, y,, ...y, be-

liebig viele am Rande von € liegende Puncte, und Iy, Iy, . . . I,

irgend welche Constanten vorstellen, auch von der Summe

T y I, T,

X G T o T * =

gelten; diese Summe wird namlich ebenfalls ein Ausdruck sein,
der sich bei jeder Bewegung des Punctes z auf stetige Weise
indert, vorausgesetzt, dass der Punct wahrend seiner Bewegung
bestindig im Innern der Flache € bleibt, und niemals hart an
den Rand derselben riickt. Gleiches wird demnach auch von
dem iber den Rand von € hinerstreckten Integral:

@) .dy
@ 7 ="
(]

gelten; denn zwischen diesem Integral und zwischen der vorhin
genannten Summe findet pur ein ganz unwesentlicher Unterschied
statt, welcher darin besteht, dass die Summe nur auf einzelne
Randpuncte, das Integral hingegen auf sammtliche Randpuncte
sich bezieht.

Die Ausdricke (5), (6) und (7) sind also Functionen, die von
z oder x + iy abhingen, und die innerhalb der gegebenen
Flache € iberall eindeutig und stetig bleiben.

Daraus folgt, dass die in (4) angegebenen Functionen

f (2), " (2), (2, ..
flx+iy), le+iy), 7@+iy,....

. dieselben Eigenschaften besitzen. Wir gelangen demnach zu fol-
gendem Satz:

Ist eine Function f(x + iy) innerhalb einer gegebenen Ele-
mentarflache fiberall eindeutig und stetig, so sind innerhalb dieser
Fliche simmitliche Differentialquotienten :

fle+iy), Fz+iy, Fle+iy),....
ebenfalls eindeutig und stetig.

Sind ¢ und ¥ irgend zwei von x 4 iy abhingende Functionen,
so ist das Differential

oder
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1) v.dy
gleich .
2 o.¢ .d(x + iy).

Wir wollen nun voraussetzen, dass die Functionen ¢ und % inner-
halb einer gegebenen Elementarfliche € -iiberall eindeutig und -
stetig sind. Zufolge des eben gefundenen Satzes gilt dann Glei-

ches auch von den Differentialquotienten ¢’, ", . . ., ¢, ", . . . .;
mithin Gleiches auch von dem in (2) vorbandenen Product:

?.P.

Hieraus aber ergiebt sich, dass wir auf das Differential (2), oder
was dasselbe ist, auf das Differential (1) sofort einen friiher (Seite 80)
gefundenen Satz in Anwendung bringen konnen. Thun wir das,
so gelangen wir zu folgendem wichtigen Resultat:

Sind @ und P zwei von x 4 iy abkingende Functionen, welche
auf einer gegebenen Elementarfliche & tiberall eindeutiq und stetig
sind, so ist das iber den Rand von § kinerstreckte Integral

fwdw

G . -
Jederzeit gleich Null.

Vierter Abschnitt. Ueber die Unstetigkeits- und Nullpuncte
einer Function. Die Unstetigkeitspuncte werden eingetheilt
in solche, die polarer, und in solche, die nicht polarer
Natur sind; die ersteren werden Pole genannt.

Gegeben sei im Raume irgend welche Fliche, gleichgiltig,
ob eben oder krumm; und auf dieser Fliche irgend ein Punct c.
Um ¢ herum denke man sich auf jener Fliche irgend ein kleines
Flachenstiick abgegrenat; c selber mag gewissermassen als der-
Mittelpunct dieses Flachenstiickes angesehen werden; und dem-
gemass mogen die von ¢ nach dem Rande des Flachensticks hin-
laufenden kirgesten Linien als die Radii vectores des Flichen-
stiicks betrachtet werden. ’

Definition: Ein solches um den_gegebenen Punct ¢ herum ab-
gegrenztes Flichenstiick soll in Zukunft fur den Fall, dass seine
Radii vectores hinreichend klein, dabei abér simmitlich von
Null verschieden sind, mit einem besonderen Namen bezeichnet,
ndmlich das Bereich des Puncles c genannt werden. -
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P¥as dabei in jedem einzelnen Fall unter hinreichend klein
w P ewsichen ist, wird abhingen von den jedesmaligen nikeren Um-
stinalen?).

Niegt der Punct ¢ auf einer Elementarfliche, so wird

sein  Bereich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fliche von
Wwliebiger Form. Denken wir uns z. B. auf der gegebenen Ele-
mentarfliche ein kleines Quadrat gezeichnet, dessen Mittelpunct
in ¢ liegt, so wird dieses Quadrat, falls seine Seitenlange hin-
reichend klein, dabei aber von Null verschieden ist, als
dis Bereich jenes Punctes c angesehen werden konnen. Ebenso
gt wirde dazu aber auch eine kleine kreisformige, oder
ellipsenformige, oder irgend welche andere kleine Flache
verwendet werden konnen.

Auf einer Elementarfliche & befinde sich ein beweglicher

Punct = + iy oder z, und ausserdem irgend welche feste Puncte
PisPyy...pm UDd gy, Py, . .. ga. Ebenso wie z zur Abkirzang
gesetat ist far das verdnderliche Binom = + ¢y, ebenso sol-
len die p und ¢ zur Abkirzung gesetzt sein fir irgend welche
gegebene Binome von der Form a <4 1b.

Wir bilden nun den Ausdruck:

i __(z—g)z—g)....(z2—ga)
(1) F(z)_(’-—}"l)(z_l’:) cor (2 —pa)”
Dicser Ausdruck wird eine von z abhangende Function sein, welche
inden Puncten p,, p,, . . . pw unendlich gross, folglich (vergl.

—————

*) Man kdnnte die Herbeiziehung eines neuen Wortes hier vielleicht
fir iberfliissig halten. Befindet sich irgend Etwas— so kinnte man sagen
~in dem Bereich des gegebenen Punctes ¢, so heisst das doch nichts
Anderes, als dass jenes Etwas sich in der Ndhe des Punctes ¢ befin-
d“- Dem entgegen wiirde Folgendes einzuwenden sein: Ist von den-
jenigen Puncten etwa die Rede, welche sich in der Ndhe von ¢ be-
MM, so bleibt dabei zweifelhaft, ob darunter die mit ¢ benachbarten

cte inclusive ¢ oder exclusive ¢ verstanden werden sollen, Ist hin-
Eigen von denjenigen Puncten die Rede, welche im Bereich von ¢

gen, so wird, zufolge der von uns aufgestellten Definition, nicht der
Beringste Zweifel obwalten konnen, dass damit die zu ¢ benachbarten
lete inclusive ¢ gemeint sind. Doch liegt hierin nicht der ein-
tige Grund, wesshalb die Einfilhrung jenes Wortes wiinschenswerth
e’“‘N!mt In der That wird man aus dem Folgenden erkennen, dass
o Ausdrncksweise bei Einfiihrung jenes Wortes in vielen Fillen an
irte wnd Genauigkeit gewinnt,
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den Satz Seite 46) unstetig, und in den Puncten ¢, ¢, . . ¢
null wird. .

Umgekehrt verhalt es sich mit der Function

l .

@ & .
diese namlich wird in den Puncten p,, p,, . . . pm gleich Null,
und in den Puncten ¢,, ¢,, . . ¢g= unstetig.

Wir konnen simmtliche Puncte, welche sich auf der ge-
gebenen Elementarfliche € iberhaupt vorfinden, mit Bezug auf
die beiden Functionen (1) und (2) in- drei Classen theilen,
indem wir zur ersten Classe alle diejenigen Puncte zahlen, in
deren Bereich beide Functionen stetig sind, zur zweiten Classe
alle diejenigen, in deren Bereich nur die Function (1) stetig
ist, endlich zur dritten Classe alle diejenigen, in deren Bereich
nur die Function (2) stetig ist. Zur ersten Classe gehéren
dann alle diejenigen Puncte der Fliche &, welche mit keinem der
Puncte p, ¢ zusammenfallen, zur zweiten die Puncte ¢, und zur
dritten die- Puncte p. :

Die genannten drei Classen umfassen simmtliche auf der
Flache & vorhandenen Pupcte; denn es existirt daselbst kein ein-
ziger Punct, in dessen Bereich von den beiden Functionen (1)
und (2) nicht wenigstens eine stetig ist.

Was wir bei der Function F(z) und bei dem reciprocen Werthe

1
F(z) _
wiederholen bei simmtlichen Functionen, mit welchen wir es in
der Folge zu thun baben. Jede von diesen Functionen wird nam-
lich, falls sie im Bereich irgend eines Punctes unstetig ist, da-
selbst doch immer nur der Art unstetig sein, dass wenigstens ihr
reciprocer Werth in Jenem Bereich stetig bleibt. Fiar Unste-
tigkeitspuncte solcher Art bedarf es eines besonderen Namens;
wir setzen Folgendes fest:

derselben, namlich bei beobachtet haben, wird sich nun

Definition: Ist eine Function f im Bereich irgend eines Punctes
¢ unstetig, jedoch der Art unstetig, dass ihr reciprocer Werth

;—_in Jjenem Bereich stetig bleibt, so soll der Punct c ein Pol der

Function f, und die Unstetigkeit, mit welcher die Function in
jenem Puncte behaflet ist, eine polare Unstetigkeit genannt
werden. ’



Functionen auf einer Elementarfliche. 95
Es sind (man vergl. Seite 47) sehr verschiedene Arten von
Unstetigkeitspuncten denkbar. Wie nun aber die Unstetigkeit,
welche eine Function f in irgend einem Puncte ¢ besitzt, auch
immer beschaffen sein moge, jederzeit wird dieselbe entweder
darin ihren Grund haben, dass der Werth von £ hei ¢ ginen end-
lichen Sprung macht, oder darin, dass jener Werth bei ¢ ins
Unendliche aufspringt. ‘- Gehort die bei ¢ vorhandene Unstetig-
keit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur bei der Function
selber, sondern, wie man augenblicklich abersieht, auch bei
ihrem reciprocen Werth bemerkbar, folglich keine polare
Unstetigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich dem-
nach kein polarer Unstetigkeitspunct befinden. Daraus folgt mit
Nothwendigkeit, dass sammtliche polare Unstetigkeitspuncte zur
zweiten Kategorie gehéren, d. h. in einem Aufspringen des
Functionswerthes ins Unendliche ihren Grund haben. Somit er<
giebt sich folgender Satz:

Ist der Punct ¢ ein Pol der Function }“, so wird der Werth
von f in ¢ jederzeit unendlich gross sein.

Oder mit andern Worten: Ist der Punct c ein Pol flr die
Function f, so wird er jederzeit ein Nullpunct fur die Function

1 sein *).

f

*) Wenn wir unsere Schlussfolge recapituliren, so haben wir zu-
ndchst alle iiberhaupt vorhandenen Unstetigkeitspuncte, welcher Art sie
auch immer sein mogen, in zwei Kategorien gebracht; n¥mlich

L in die Kategorie derjenigen, welche durch einen end-
lichen Sprung des Functionswerthes veranlasst werden, —
und .

II. in die Kategorie derjenigen, welche ini einem Auf-
springen des Functionswerthes ins Unendliche ihren Grund
haben, ’ ’

Sodann untersuchten wir die I. Kategorie, und iiberzeugten uns da-
von, dass in dieser kein polarer Unstetigkeitspunoct enthalten sein
kdnne. :

Daraus folgte mit Nothwendigkeit, dass simmtliche polaren Un-
stetigkeitspuncte zur II. Kategorie gehoren. Miglicherweise sind nun
in dieser II. Kategorie ausser den polaren Unstetigkeitspuncten noch
andere Arten von Unstetigkeitspuncten enthalten. Dass das in der
That der Fall ist, ldsst sich leicht durch ein Beispiel darthun.

1 1

Betrachten wir die Function e *+ ¥ oder e*. Diese Function wird
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Wenn wir es auf einer Fliche mit mehreren Puncten zu thun
haben, so konnen dies entweder einzelne Puncte, oder auch
zusammenhingende Puncte sein. Ersteres wird der Fall sein,
sobald jeder Punct von allen iibrigen durch irgend welche Zwi-
schenrdume — dieselben mdgen nun so klein sein, wie sie wollen —
getrennt ist; letzteres, sobald die Puncte in ihrer Gesammtheit
entweder ein Linienstick oder ein Flachenstick stetig erfullen.

Wir konnen uns eine Function denken, welche lauter ein-
zelne Pole besitzt; und eben so gut kénnen wir uns andererseits
auch eine Function denken, deren Pole zusammenhingend
~ sind, deren Pole etwa zusammengenommen irgend welche Linie
stetig erfillen. Im Folgenden werden wir es aber immer nur mit
dem ersteren Fall, namlich immer nur mit einzelnen Polen zu
thun haben.

Es sei & eine gegebene Elementarfliche. Ferner sei f(x 4 fy)
pder f(z) eine Funclion, welche auf § iberall eindeutig
und stetig ist; zugleich befinde sich im Innern von €

fiir z=0 unendlich, und hat also bei z =0 einen Unstetigkeitspunct,
welcher zur II. Kategorie gehort. Trotzdem ist dieser Unstetigkeits-

punct kein polarer; denn der reciproce Werth der Function, nimlich
1,

der Werth von e * ist, wie man leicht erkennt, im Bereich des
Punctes z = 0 keineswegs stetig, wie solches doch der Fall sein miisste,
wenn jener Punct ein polarer wire. Somit ergiebt sich Folgendes:
In der I. Kategorie befindet sich kein polarer Unstetig-
keitspunct.
In der II. Kategorie befinden sich:

«) simmtliche polare Unstetigkeitspuncte, und
f) noch andere Arten von Unstetigkeitspuncten, wie
1

z.B. derjenige, welchen die Funection e;bei 2=0 be-
sitzt,

Hitte es sich darum gehandelt, die ganze II. Kategorie durch
einen Namen zu bezeichnen, so wiirde der Name Unendlichkeits-
punct zweckmissig gewesen sein. Da es nun aber, was eine genaue
Fassung der nachfolgenden Untersuchungen anbelangt, gerade wesent-
lich ist, die beiden Theile « und f, aus welchen jene II. Kategorie
besteht, scharf auseinander zu halten, so schien die Einfiihrung
eines besonderen Namens durchaus nothwendig; und hierza schienen
die Worte Pol und polar durch ihre Kiirze und auch durch andere Um-
stinde besonders geeignet.

o
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ein beliebig kleines Linien- oder Flachenstick 4, auf
welchem die Function einen constanten Werth & besitzt.

Sind ¢ und ¢, irgend zwei zu 4 gehorige Puncte*), so wird
f(¢) =K, ebenso f(c,) = K, mithin

: fley) — £(e)
gleich Null sein; demnach wird der Quotient
f (01) — f(c)
¢ —c¢

tebenfalls Null sein. Dieser Quotient ist aber, falls wir die Puncte
¢ wund ¢, einander unendlich nahe denken, nichts Anderes als -
f” (¢), namlich nichts Anderes als derjenige Werth, welchen der
Differentialquotient der Function f im Puncte ¢ hesitzt. Somit
ergiebt sich, dass f'(c) gleich Null ist. Der Punct ¢ war
eim auf dem Linien- oder Flichenstick 4 beliebig gewahlter.
Ebenso wie also die Function £ in allen zu 2 gehorigen Puncten
den constanten Werth & besitzt, ebenso wird ihr Differential-
quotient £ in all’ jenen Puncten den constanten Werth () haben.
Hieraus folgt nun in gleicher Weise, dass der zweite Differential-
quotient £ in all' jenen Punclen cbenfalls ¢inen constanten
Werth, und zwar wiederum den Werth O besitzt u. s. w.

Ist demnach c¢ ein beliebiger Punct des Linien- oder Flichen-
Stickes 4, so ist:

(1) fle)=K,
and
(2) rle=re=re=..... =0.

Wir beschreiben um den Punct ¢ als Mittelpunct eine be-
‘iebig grosse, jedoch vollstindig innerhalb & liegende Kreisflache f.
Die Function f ist nach unserer Voraussetzung auf der Fliche €
Gberall eindeutig und stetig; sie wird demnach diese Eigenschaften

auch innerhalb ¥ besitzen, folglich innerhalb ¥ nach der Taylor’-
Schen Reihe entwickelbar sein (vergl. den Satz Seite 89). st daher
z irgend ein zur Kreisfliche ¥ gehoriger Punct, so wird jederzeit

B ) =r +Tr@O+ ST @+
%o mit Rickblick auf (1) und (2)

*) Unter ¢ und ¢, sind also zwei Grissen von der Form a 4 i zu
Verstehen,
Neumann, Abbl’sche Integrale. i
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(4) : flz) =K
sein.

Daraus folgt, dass die Function f im Innern der Fliche ¥
allenthalben constant, namlich allenthalben gleich X ist, dass
mithin die Differentialquotienten f’, £, f”, . . . innerhalb dieser

Flache allenthalben gleich Null sind. Ist demnach ¢, irgend ein

beliebiger zur Kreisfliche f.gehoriger Punct, so wird:

(5) fle) =K,
und

. (6) fle)=r)=Ff"c)=....=0
sein.

Beschreiben wir nun um ¢, als Mittelpunct cine zweite Kreis-
fliche ¥,, die wiederum vollstindig innerhalb der gegebenen Ele-
mentarfliche € liegt, und verstchen wir unter z irgend einen zu
f, gehorigen Punct, so wird, dhnlich wie vorhin

z— ¢

(M) & ="fle) + 727 ) + ETg e+,
folglich it Ricksicht auf (5) und (6)

8) fl) =K

sein.

Daraus folgt, dass die Function £ innerhalb der Fliche ¥,
cbenfalls @iberall gleich X ist. '

In solcher Art konnen wir eine Kreisfliche nach der andern
beschreiben, und nachweisen, dass die Function finnerhalb
der gegebenen Elementarfliche & allenthalben den
constanten Werth X besitzen muss.

Wir gehen iiber zur Betrachtung eines weniger einfachen
Falles. Es sei p ein auf der Flache & gegebener Punct, und es
sei bekannt, dass die Function f(x + iy) oder f(z) auf der
Flache € mit Ausnahme eines in p liegenden Poles
iberall stetig ist. Im Uebrigen seien die Vorausset-
zungen dieselben wie vorhin.

Wir bezeichnen das Bereich des Punctes p, d. h. ein um
diesen Punct herum abgegrenztes hinreichend kleines Flachenstick
mit p, und denjenigen Theil der Flache €, welcher nach Ab-
sonderung von p noch iabrig bleibt, mit (& — y). Auf die Fliche
(& — ) kann die vorhin angegebene Methode unmittelbar in An-
wendung gebracht werden; demnach wird sich nachweisen lassen,
dass die Function f auf dieser Fliche (& — yp) allenthalben con-

1 L LA
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stant, nimlich gleich X ist. Daraus folgt, dass f am Rande des
kleinen Flachenstiickes p den constanten Werth X, und dass also

% an jenem Rande den constanten Werth 1—1‘. besitat.

~ Das Flachenstiick p ist das Bereich des Punctes p, und p
ist nach unserer Voraussetzung ein Pol der Function f. Zufolge

der fir einen Pol gegebenen Definition (S. 94) wird daher %, in-

nerhalb p uberall stetig sein. Nach unserer Voraussetzung ist
pun ferner f auf der gegebenen Fliche €, mithin auch auf dem
zu € gehorigen Flichenstick p aiberall eindeutig; Gleiches wird

demnach auch von der Function gelten.

I
Somit ergiebt sich, wenn wir Alles zusammenfassen, dass die

Function % auf dem Flichenstick p iberall eindeutig und stetig.

ist, und dass sie ausserdem am Rande dieses Flichenstiickes den

constanten Werth ll( besitzt. Daraus aber folgt, mit Anwendung
eines frither gefundenen Satzes (S. 87), dass die Function % auf
dem Flachenstick p allenthalben glefch l, dass mithin £ selber

auf, jenem Flachenstick allenthalben gleich X ist.

Wir gelangen daher bei Betrachtung dieses zweiten Falles zu
demselben Resultat, wie vorhin, namlich zu dem Resultat, dass
die Function f aufl der gegebenen Fliache G iberall
den constanten Werth & besitzen muss.

Setzen wir an Stelle eines einzigen Poles mehrere Pole,
aber lauter einzeln liegende Pole voraus, so werden wir, wie
leicht zn wbersehen ist, wieder zu demselben Resultat gelangen.
Somit ergiébl sich folgender Satz: )

Ist eine Function f (x + iy) auf einer gegebenen Elementar-
fliche & iberall eindeutig, und ist sie daselbst nirgends, oder doch
nur in einzelnen Polen unstetig, so kann innerhalb € kein auch
nock so kleines Linien- oder Fldchenstick vorhanden sein,
auf welchem die Function constant ist; es sei denn, dass sie in-
nerhalb € allenthalben constant wére.

Es kann kein Linien- oder Flachemstiick vorhanden sein, auf
welchem die Function constant ist; es kann demnach auch kein
Linien- oder Fliachenstick vorhanden sein, auf welchem sie Null
ist. Somit ergiebt sich auf der Stelle folgendér Zusatz:

7*
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Ist eine Function f (x + iy) auf einer gegebenen Elementar-
fliche & iberall eindeutig, und ist sie daselbst nirgend¥ oder doch
nur in einzelnen Polen unstetig, so kann sie innerhalb & auch
nur in einzelnen Puncten Null werden; es sei denn, dass sie
auf der Fliche € allenthalben Null wire.

Es sei f=1{ (x + iy) eine Function, die auf einer gegebe-
nen Elementarfliche € iberall eindeutig, und mit Ausnahme
einzelner Pole daselbst anch iiberall stetig ist, also eine Func-
tion, welche — zufolge des eben hingestellten Satzes — auf
jener Fliche & auch nur in einzelnen Puncten Null werden
kann. Sind p,, p,, ps, .. . die Pole, und ¢,, ¢,, ¢;, . . .die Null-
puncte der Function, so werden also je zwei Puncte p, und -
ebenso auch je zwei Puncte ¢ immer durch einen gewissen Zwi-
schenraum von einander getrennt sein. <Gleiches gilt aber auch
von je einem Puncte p und je einem Puncte ¢; wie sich aus
der fir einen Pol gegebenen Definition (S. 94) leicht erkennen
lasst. _

Da namlich der Punct p ein Pol der Function f sein soll,

so wird die Function 17 (zufolge jener Definition) im Bereich des

Punctes p stetig, mithin innerhalb jenes Bereiches nirgends un-
endlich gross sein. Daraus aber folgt, dass f selber innerhalb
jenes Bereiches nirgends Null wird, oder mit andern Worten,
dass im Bereich des Punctes p kein Nullpunct der Function f
vorhanden sein kann. Demnach wird der Punct p von sammt-
lichen Nullpuncten, welche die Function f besitzt, d. h. von
sammtlichen Puncten ¢ durch irgend welche Zwischenraume ge-
trennt sein.

Die Puncte p, ¢ werden also saimmtlich durch irgend welche
Zwischenraume von einander getrennt sein; und wir werden da-
her um jeden dieser Puncte herum ein Flichenstiick abgrenzen
konnen, welches so klein ist, dass alle abrigen Puncte p, ¢
ausserhalb desselben liegen.

Wir wollen nun der Reihe pach zuerst irgend einen der
Puncte p, dann einen der Puncte ¢, und endlich einen Punct ¢
betrachten, welcher auf der Fliche ¢ eine beliebige Lage be-
sitzt, jedoch mit keinem der Puncte p, ¢ zusammenfillt. Es wird
uns dabei hauptsichlich um die Werthe zu thun sein, welche

—}— im Bereiche eines jeden dieser drei Puncte besitzt.
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Im Puncte p besitzt die Function f e¢inen Pol; demnach ist
f in diesem Puncte unstetig, jedoch der Art unstetig, dass ;.im

Bereich des Punctes stetig bleibt. Wir wissen, dass ein Pol
Jederzeit durch ein Aufspringen des Functionswerthes ins Un-
endliche bedingt wird. (Vergl. den Satz S. 95.) Demnach wird

/~ im Puncte p unendlich gross, mithin % daselbst gleich Null
sein. — Die Function 1 ist also im Bereich des Punctes p stetig,

f
and besitzt in p selber einen Nullpunct.

Im Puncte ¢ ist f gleich Null. Demnach wird % daselbst

xaendlich gross, mithin unstetig sein. Wir grenzen um den Punct
2 kherum ein Flichenstick ab, welches so klein ist, dass simmt-
liche Puncte p ausserhalb desselben liegen; ein solches Flichen-
STaack kann kurzweg als ein um den Punct ¢ herum abgegrenztes,
I & m reichend kleines Flachenstiick bezeichnet, folglich das Be-
T € i ¢ch des Punctes ¢ genannt werden. Innerhalb dieses Bereiches

ISt die Function [ tberall stetig. — Die Function —;; ist also im

puncte ¢ unstetig, jedoch der Art unstetig, dass ihr reciprocer
€erth f im Bereiche dieses Punctes stetig bleibt; es besitzt dem- -

rach gie Function % im Puncte ¢ einen Pol.

Um den Punct ¢ herum wird sich, weil derselbe mit keinem

Qer Puncte p, ¢ zusammenfallen soll, ein Flachenstiick abgrenzen
ASSen, welches so klein ist, dass simmtliche Puncte p, ¢ ausser-
alb gieses Flichenstiickes liegen; ein solches Flichenstiick kann
al.s das Bereich des Punctes g bezeichnet werden. Innerhalb
dleSes Bereiches wird dann die Function f tberall stetig, und
gleichzeitig auch dberall von Null verschieden sein. — Die Func-

ion % wird demnach im Bereich von g dberall stetig sein.

Wir gehen somit, dass die Function % in den Puncten p, g

Letig, in den Puncten ¢ hingegen unstetig ist, ferner, dass ihre
wf‘-l‘the in den Puncten p gleich Null, und dass ihre Unstetig-
f“en in den Puncten ¢ polarer Natur sind. Es wird demnach

T e¢ine Function sein, welche auf der gegebenen Flache

€ mitAusnahme einzelner in den Puncten ¢ liegender
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Pole iberall stetig ist, und deren Nullpuncte durch
die Puncte p dargestellt sind. Wir gelangen mithin zu
folgendem Resultat: .

Ist eine Function f = [ (x + iy) auf einer gegebenen Ele-
mentarfliche uberall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner Pole
daselbst auch uberall stelig, so gilt Glfichés auch von der Func-
tion 1 . -

7
Sind p,, Py, P3, ... die Pole und ¢, ¢y, ¢3, ... die Null-
puncte von f, so werden diese Puncte p, ¢ simmtlich durch
irgend welche Zwischenriume von einander getrennt sein.
Geht man von der Function f zur Betrachtung der Function
—;— itber, so mechseln die Puncte p und q thre Rollen, wihrend
andererseits diejenigen Puncte der gegebenen Elementarfliche, welche
mit keinem der Puncte p, q zusammenfallen, auch bei der Func-

tion 1 weder einen Pol noch einen Nullpunct darstellen.*)

7
Wir figen noch eine Bemerkung hinzu, die sich nicht nur

auf Elementarflichen, sondern auf ganz beliebige Flichen bezieht;
es ist folgende:

Ist E eine von x + iy abhingende, oder auch irgend mwelche
andere Function, die auf einer gegebenen Fliche #iberall eindew -
tig, stetig und nullfrei ist, so gilt Gleiches auf jener Fliche

. 1
auck von der Function ok

Dabei ist unter einer nullfreien Function eine Function
zu verstehen, die auf der gegebenen Fliche nirgends Null wird,
also eine Function, die auf der Fliche frei von Nullpunc-
ten ist.

*) Eine Function f, welche die genannten Bedingungen erfiillt,
zeigt also in Betreff der hier betrachteten Umstinde ganz dasselbe
Verhalten, wie die friiher (S. 93) erwéhnte rationale Function:

(wtiy—gq) @tiy—q) ... (x4iy—qm)
@+iy—p)(@+iy—p) ... (@4 iy —pa)
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Finfter Abschnitt. Untersuchung einer von = 4 iy abhingen-

den Function, welche auf einer Elementarfliche iberall eindeutig,

und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst anch iberall stetig
ist. Ueber die Ordnungszahlen einer solchen Function.

Es sei € eine Elementarfliche; ferner sei f(x + iy) oder
f (z) eine Function, welche auf € iberall eindeutig und
stetig ist, und welche daselbst nur einen einzigen bei a 4 ib
oder c liegenden Nullpunct besitzt. Verstehen wir unter
M irgend welche positive ganze Zahl, so wird der Bruch

2z

S e

auf der Fliche &, mit alleiniger Ausnahme des Punc-
tes c, iiberall eindeutig, stetig und nullfrei sein. Wie es sich
aber mit diesem Bruch im Puncte ¢ verhalten wird, ist zweifel-
haft, und jedenfalls abhangig von der Grdsse der ganzen Zahl M.
Ist M klein, so kann der Bruch im Puncte ¢ madglicherweise,
ebenso wie sein Zihler, den Werth O besitzen; ist hingegen M
eine sehr grosse ganze Zahl, so wird der Bruch in jenem Punct
unendlich gross sein.

Wir beschreiben um den Punct ¢ eine beliebig grosse, jedoch
vollig innerhalb € liegende Kreisfliche . Die auf dieser Kreis-
fliche befindlichen Werthe der Function f werden sich alsdann,
weil die Function auf €, und also auch auf f. iberall eindeutig
und stetig ist, nach der Taylor’'schen Reihe entwickeln lassen
(Satz, S. 89). Ist demnach z irgend ein innerhalb ¥ liegender Punct,
so wird
@ A= O+ @+ 0+,

sein. Was die in dieser Entwickelung auftretenden constanten

Coefficienten -
e, ., ), .

anbelangt, so ist zunachst zu bemerken, dass der erste dersel-
ben, namlich £ (¢), Null ist, weil die Function f nach unserer
Voraussetzung im Puncte ¢ verschwindet. Es ware maglich, dass
ausser dem ersten noch irgend welche andere Coefficienten
Null sind. Ja man kdnnte vielleicht vermuthen, dass unter Um-
stainden all’ jene Coefficienten ins Unendliche hin Null
sein konnen. Solches ist aber nicht mdglich; wiren niamlich all’
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jene Coefficienten Null, so wirde die Function f, zufolge der
Gleichung (2), in sammtlichen Puncten der Kreisfliche £ den
Werth Null besitzen; nach unserer Voraussetzung soll sie aber
auf der gegebenen Fliche & nur in einem Puncte, nur in ¢
Null werden.

Es sind demnach nur zwei Fille moglich. Entweder ver-
schwindet der erste Cdeﬂicient' allein; dann verwandelt sich die
Entwickelung (2) in

(3) 220+ }

Oder es verschvundet ausser dem ersten Coefficienten auch noch
irgend welche Anzahl der nachfolgenden Coefficienten; in die-
sem Falle verwandelt sich unsere Entwickelung, wenn wir den
ersten nicht verschwindenden Coefficienten mit f™(c) bezeich-
nen, in:

W re) =572 L) + Z2 ronie) + .. )

Der erste Fall ist im Grunde mchts Anderes als ein Specialfall
des zweiten. Denn die Formel (3) erglebt sich aus der Formel
(4), sobald man in der letztern m = 1 setat.

Die Werthe, welche unsere Function f innerhalb der Kreis-
fliche ¥ besitzt, lassen sich also jederzeit darstellen durch:

fR)=(z—c)". {4+ B( z—c)+C(z—c) +....}
oder, was dasselbe ist, durch:
5) %=A+B(z—c)+0(z—c) +o.
Hier ist m eine gewisse endliche Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, .
ferner stellen hier 4, B, C, ... gewisse constante Coefﬁclenten
vor, von welchen der erste, nﬁmlich 4, von Null verschie-
den ist.

Der hier auf der linken Seite stehende Bruch

z

(6) (zr_(c))m
kann offenbar auf der Kreisfliche ¥ nur in denjenigen Puncten
verschwinden, in welchen sein Zahler verschwindet, kann also
auf jener Kreisfliche nur im Puncte ¢ verschwinden. Die Glei-
chung (D) zeigt aber, dass derselbe in ¢ von Null verschieden,
namlich gleich 4 ist; zeigt also, dass der Bruch auf der Kreis-
fliche ¥ nirgends verschwindet. Ausserdem wird dieser
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Bruch, wie gleichfalls aus (5) hervorgeht, auf jener Fliche §
iberall eindeutig und stetig seiu.
Nun hatten wir bereits zu Anfang einen Bruch von der Form
f(z)

(z—e)¥

betrachtet, und gefunden, dass ein solcher Bruch, vorausgesetzt,
dass M irgend eine beliebige positive ganze Zahl vorstellt, in-
nerhalb der gegebenen Elementarfliche €, mit Ausnahme des
Punctes ¢, uiberall eindeutig, stetig und ‘nullfrei sein
muss. Eben dasselbe wird demnach auch von dem hier betrach-
teten Bruche (6) gelten. Und zugleich geht aus unserer in Bezug
auf die Kreisfliche ¥ angestellten Untersuchung hervor, dass bei
diesem Bruche (6) in Bezug auf die genannten drei Eigenschaften
im Puncte ¢ keinerlei Ausnahme stattfindet. Somit ergiebt sich,
dass der Bruch (6) auf der ganzen Flache € iberall ein-
deutig, stetig und nullfrei ist. Wir haben also folgenden
Satz: .
Ist f=1[ (x + iy) eine Function, welcke auf einer gegebenen
Elementarfliche & uberall eindeuti und stetig ist, und welche da-
selbst nur in einem ecinzigen Puncte a 4+ ib oder ¢ verschwindet:
und bezeichnet man ferner unter den auf ecinander folgenden Dif-
ferentialquotienten ', ', ", .... den ersten, welcher in jenem
Puncte a + ib oder ¢ nicht verschwindet, mit f™, so wird der
Bruch
f (=~ iy) oder — L
((x + iy)—(a + ®)" (@+iy—oT
eine Function sein, welche auf der Fliche € allenthalben
eindeutig, stetig und nullfrei ist. )
Wir konnen abrigens diesen Satz auch so aussprechen:

Ist f=f (¢ 4 iy) eine Function, welche auf einer gegebenen
Elementarfliche & wberall eindeutiy und stetig ist, und melche da-
selbst nur in einem einzigen Puncte x 4+ iy = c verschwindet, so
werden sich die Werthe dieser Function innerhalb der Fliche €
jederzeit in folgender Weise darstellen lassen:

= (x + iy — ¢)™. E.
Hier bedeutet m eine endliche Zahl aus der Reike 1, 2, 3, 4, ...,

und E eine von x 4 iy abhingende Function, welche auf der
Fliche & #berall eindeutig, stetig und nullfrei ist.
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Wir wollen nun ferner eine Function ¢ = ¢ (x 4 iy) be-
trachten, welche auf einer gegebenen Elementarfliche ¢ aberall
eindeutig, oberall nullfrei, und mit Auspahme eines einzigen
in £ + iy = ¢ liegenden Poles daselbst auch iberall stetig
ist. Zufolge eines friheren Satzes (S. 102) vertauschen die Pole

und Nullpuncte einer Function jedesmal ihre Rollen, sobald man

von der Function selber zur Betrachtung ihres reciprocen Werthes
iibergeht. Jenem Satze zufolge wird daher 7;- eine Function sein,

welche auf der Fliche @ iiberall eindeutig, @berall stetig,
und mit alleiniger Ausnahme des Punctes ¢ iberall nullfrei ist,
also eine Function sein von genau derselben Beschaffenheit, wie
die zuvor betrachtete Function f. Somit ergiebt sich durch An-
wendung des vorhergehenden Satzes, dass die Werthe, welche

-;; innerhalb der Fliache € besitzt, darstellbar sind durch eine Formel

7= (x + iy — c)™. E,
in welcher m eine endliche Zahl aus der Reihe 1, 2,38, 4,...,
und in welcher E eine Function vorstellt, die auf & uberall

eindeutig, stetig und nullfrei ist. er kénnen dieser For-

mel folgende Gestalt geben:

=(x +iy—c"- %,,
oder, wenn wir 1 mit H bezeichnen, auch folgende:

E

p=(x+iy—c . H
Die hier auftretende Function H ist (man vgl. den Satz S. 102),
ebenso wie E selber, auf der Fliche € iberall eindeutig,
stetig und nullfrei. Somit ergiebt sich folgender Satz:

Sind die Werthe einer Function ¢ = @ (x + iy) auf einer
Elementarfliche & iberall eindeutig, itberall nullfrei, und mit Adus-
nahme eines bei x + iy = c liegenden Poles daselbst auch iiberall
stetig, so lassen sich diese Werthe jederzeit in folgender Weise
darstellen :

o= (x+iy—c"..H
Hier stellt m eine endliche Zahl aus der Reike 1, 2, 8, 4, ...,
und H eine von x + iy abhingende Function vor, welche auf der
gegebenen Fliche § iberall eindeutig, stetig und nullfreid ist.

Den -hier betrachteten Functionen fund ¢ kénnten wir end-

~
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lich noch eine‘dritte Function v = y (x 4 iy) zur Seite stellen,
welche auf der gegebenen Elementarfliche € allenthalben ein-
deutig, stetig und nullfrei ist, welche also in dem inner-
halb & liegenden Puncte x + iy = ¢ weder einen Pol noch auch
einen Nullpunct besitzt. Fiir eine solche Function ¢ wiirde sich
eine Formel ‘aufstellen lassen, welche mit der fir £ und ¢ ge-
fundenen analog ist. Diese Formel wiirde so lanten
v=@+iy—c).E=E,
wo [E wiederum eint Function vorstellt die innerhalb der Flache
€ uaberall eindeutig, stetig und nullfrei ist. Wahrend also
der Exponent von
z+iy—c
bei £ positiv, und bei ¢ negativ war, wird er bei der Func-
tion ¥ Null sein.
Wir konnen nun, wie leicht zu ibersehen ist, die fiir diese
drei Functionen erhaltenen Ergebnisse zusammenfassen zu einem
_ einzigen allgemeinen Satz, der so lautet:
Sind die Werthe einer Function f = f (x <+ iy) auf irgend

welcher Elementarfliche € @berall cindeutig, und mit elwaiger Aus-
. nakme eines bei x 4 iy = c liegenden Poles oder Nullpunctes da-

' selbst auch aberall stetig und nullfrei, so lassen sich dieselben

jederzeit in folgender Weise darstellen:
) f= (x 4+ iy — c). E.
Hier bedeutet u eine endliche Zahl aus der Reihe
cie. —8, —2, —1,0,1,2, 3, ....,

und zwar eine Zahl, welche positiv, negativ oder Null ist,
je nachdem c ein Nullpunct der Function f, ein Pol derselben,
_oder keines von Beiden ist; ferner E eine von x + iy abhéin-
gende Function, welche auf der Fliche € uberall eindeutig,
stetig und nullfrei ist®) .

Der ‘hier auftretende Exponent u ist eine ganze Zahl, deren
Werth sich in eigenthiimlicher Weise durch ein gewisses iiber
den Rand der Fliche & hinerstrecktés Integral darstellen lasst;
wie sogleich gezeigt werden soll.

, *) Die Zahl p ist, wie wir spiter (8. 112) sehen werden, die im
Puncte ¢ vorhandene Ordnungszahl von £. In allen iibrigen Puncten
der Fliche & ist die Ordnungszahl von £ gleich Null,
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Da die in der vorstehenden Formel

(1) f=(x+iy—ckr.E
oder
2) . f=(@—c*.E

vorhandene Function E auf der gegebenen Elementarfliche @

itherall eindeutig, stetig und nullfrei ist, so gilt (vergl. d.

Satz S. 102) Gleiches auch von der Function % Auf die beiden

Functionen

1
E und T

lasst sich daher sofort ein friherer Satz (S. 92) in Anwendung

bringen. Diesem Satze zufolge ist das iiber den Rand von &

in positiver Richtung hinerstreckte Integral
3) f 2 dE = 0.
e

Und hieraus folgt, wenn man l‘ur E den aus (2) hervorgehenden
Werth

. f
(z — )"
einsetat:
‘z—o)* af ufdz
4 . — =0,
@) .Z f {(z—c)" (z -—c)"*l} 0
oder, was dasselbe ist:
d, d.
(8) | L=u. j;:c'
[ (3

Das hier auf der rechten Seite befindliche Integral ist, wie wir
bei einer friilheren Gelegenheit gefunden haben,*) gleich 2.
Somit erhalten wir:

*) Das in Rede stehende Integral lautet, wenn wir fiir den Augen-
. blick die Coordinaten des am Rande von € liegenden Punctes z mit
«, f§, und die Coordinaten des im Innern von @ befindlichen Punctes
¢ mit @, b bezeichnen, also z = « - i{f und ¢ = a < ib setzen, fol-

gendermassen
d@+if)
ACEEORNCESD

Zufolge der Formel (2) auf S. 86 ist dieses Integral aber gleich 2axi.

i o
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a __ .
(6) A 7 = u.2mi;

und gelangen daher’zu folgendem Resultat:
Fur die in dem vorhergehenden Satz auftretende ganze Zahl
@ gilt jederzeit folgende Formel:
1 daf
= oxi 77
. (]
wo die Integration in positiver Richtung tber den Rand der gege-
benen Elementarfliche & hinerstreckt ist.

Wir wenden uns zu einer allgemeinern Untersuchung Es
sei £ = f(x + iy) eine Function, welche auf einer gegebenen
Elementarfliche € iberall eindeutig, und mit etwaiger
Auspahme einzelner Pole daselbst auch aberall stetig
ist. Die Pole dieser Function mégen mit p;, p,, ... und ihre
Nuollpuncte mit ¢,, g5, ... bezeichnet werden.

Da all' diese Puncte p,, p,, ..., ¢, g5, ... vereinzelt
liegen (vgl. den Satz S. 102), so wird sich um jeden derselben
herum ein Flichenstiick abgrenzen lassen, welches so klein ist,
dass alle ibrigen ausserhalb dieses Flichensticks liegen. Solche
Flichenstiicke wollen wir uns wirklich construirt denken; sie
mégen, jenen Puncten entsprechend, mit p,, p,, ..., q4, qg, - --
bezeichnet werden.

Auf jedes dieser Flachenstiicke konnen wir nun den so ehen
aufgestellten Satz (S. 107) in Anwendung bringen, und erhalten
alsdann fir die in jedem derselben befindlichen Werthe von f
folgende Darstellungen:

ing: f=@+iy—q)" B, -
in q,: f=='(a:+l'y-q,)m’.E2,

W ﬁ'i“px: f=@+iy—p) " H,
inp,: f=(+iy—p) *.H,

Hier sind m,, m,, ... und n, n,, ... irgend welche endliche
 Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . . . ; ferner stellen hier £, E,, ...
und H,, H,, ... Functionen vor, die innerhalb der ihnen ange-
wiesenen Flichensticke gy, g5, ... und p,, p,, ... eindeutig,
stetig und nullfrei sind. .
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Der Symmetrie willen mag diesen Formeln schliesslich noclmill
eine letzte Formel angereihet werden, welche sich auf keinen de =
Puncte p, ¢, sondern im Gegentheil auf alle Gbrigen Punct_a
der Flache € beziehen soll. Es sei g irgend ein Punct, welchewr
mit keinem der Puncte p, ¢ zusammenfillt. Um g herum wird
sich alsdann ein Flachenstiick abgrenzen lassen, welches so klein
ist, dass jene Puncte p, ¢ simmtlich ausserhalb desselben liegen;
dieses Flichenstick mag g heissen. Fir die innerhalb g befind-
lichen Werthe von f ergiebt sich alsdann, wiederum zufolge des
vorhergehenden Satzes (Seite 107), folgende Darstellung:

(2) T ing: f=(x+iy—g)°. E i

i

’

wo E eine'Function vorstellt, die innerhalb g eindeutig, stetig -
und nullfrei ist. )

Fir die in den Formeln (1) und (2) enthaltenen Exponenten
Myy Moy ooe.y — Ny, — Ny, ....und O erhalten wir (vergl. den
Satz Seite 109) folgende Formeln:

— 1 fer _, _ 1 [
™=gmi ) M =i |
a ) | 2
mo— L[4 n, —-L . [4f .
4 LAY T B 2 " emit | Yo
(3) (N vs 4
N S
0 TN :
[ :
1

Die Flichensticke g, p, g konnen charakterisirt. werden als .
hinreichend kleine Flachensticke, die um die Puncte ¢, p, g :
herum abgegrenzt sind, und kénnen demnach kurzweg die Be-_
reiche jener Puncte genannt werden.

In den Formeln

f==(x 4+ iy — QI)Mi . E,
f=(x+iy—g)". B,

sind E,, E,, ... Functionen, die innerhalb der Bereiche q,, q, . . . .
eindeutig, stetig und nullfrei sind, mithin Functionen, die
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innerhalb dieser kleinen Flachenstiicke nahezu constant sein
werden. Jene Formeln zeigen demnach, dass die Function f im Be-

_reich desPunctes ¢, nahezu proportional mit (x+iy—q|).', im

Bereich des Punctes g, nahezu proportional mit (x + iy—g,) %,
ist, . s. w. Die Exponenten m,, my, ... werden demnach im
Allgemeinen die grossere oder geringere Intensitit ausdriicken,
®yit welcher das Nullwerden der Function £ in den einzelnen Punc-
ten ¢, g5, . . . . vor sich geht; die Function f wird namlich in
jedem dieser Puncte gewissermassen um so intensiver Null wer-
den, je grosser der ihm zugehérige Exponent ist. Wir konnen
demnach verschiedene Axten von Nullpuncten unterscheiden, in-
" dem wir jeden solchen Punct, je nachdem der ihm zugeliérige
Exponent gleich 1, 2, 3, ... ist, einen Nullpunct erster, zwei-
ter, dritter, u. s. w. Ordnung nennen.

In gleicher Weise konnten wir die bei den Polen p,, p,, . ..
auftretenden Exponenten — nj, —n,,.... benutzen, um auch
die Pole in verschiedene Ordnungen einzutheilen.

Zweckmaissiger aber erscheint es, simmtliche Puncte der
ganzen gegebenen Elementarfliche € nach einem gemeinsamen
Princip mit gewissen Ordnungszahlen zu versehen. Die For-
meln (1) und (2) zeigen nimlich, dass die Function 7 im Bereich
eines jeden zur Fliche & gehorigen Puncles a 4 ib immer
nahezu proportional ist mit einer gewissen ganzen Potenz von

) (x + iy) — (@ + ib).
Der Exponent dieser Potenz ist_es, welchen wir unmittelbar als
die Ordnungszahl des Punctes ansehen konnen. Denn dieser
Exponent giebt, falls er von Null verschieden ist, durch sein
Vorzeichen zu erkennen, ob der gerade betrachtete Punct ein
Nullpunct oder ein Pol ist, zugleich aber auch durch seinen nu-
merischen Werth Zu erkennen, ob jener Nullpunct oder Pol
von niederer oder hoherer Ordnung ist. Ferner giebt dieser Ex-
ponent, falls er gerade gleich Null ist, hierdurch zu erkennen, dass
der betrachtete.Punct weder ein Nullpunct noch auch ein Polist.

Wir kénnen die in den Formeln (1), (2), (3) enthaltenen Er-
gebnisse und die damit zusammenhéingende Definition der Ord-
nungszahlen in folgender Weise zusammenfassen:

Ist eine Funclion f= f(x + iy) auf einer gegebenen Ele-
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mentarfliche uberall eindeutiq und mit etwaiger Ausnahme einzeln '
Pole daselbst auch @tberall stetig, so lassen sich die Werthe, welci
die Function auf jener Fliche im Bereich eines beliebige==
Punctes x + iy = c besitzt — gleiLhgiiltig, ob derselbe ein Ny
punct der Function, oder ein Pol derselben, oder keines von beide==
ist — immer in folgender Weise darstellen:

f=(x+z'y—c)”.E.
Hier bedeutet w irgend welche endliche Zahl aus der Reihe
..... —3,—2,—1,0,1,2,3,.....,
und E eine von x + iy abhingende Function, welche im Bereicas
des Puncles ¢ eindeutig, stetig und nullfrei ist.

Diese Zahl p soll in Zukunft die Ordnungszahl des Punc —
tes ¢, oder genauer ausgedriickt die Ordnungszahl der Func -
tion [ im Puncte c genannt werden. Jedweder Punct der ge-
gebenen Elementarfliche wird alsdann in Bezug auf die betrach- -
tete Function f eine gewisse ihm zugehirige Ordnungszahl besitzen.
Al diese Ordnungszahlen werden endliche ganze Zahler sein;
sie werden positiv sein in den Nullpuncten der Function, nega-
tiv in den Polen derselben, und Null in allen itbrigen Puncten
der gegebenen Fliche.

Gleichzeitig wird fur die in jedwedem Puncte ¢ vorhandene
Ordnungszahl w folgende Formel gelten:

1 d
b=
c

wo die Integration in positiver Richtung um das Bereich des Punc-
tes ¢ herumliuft.

‘Sechster Abschnitt. Ueber die Eindeutigkeit und Stetigkeit
von Functionen, welche aus anderen Functionen auf rationale
Weise zusammengesetzt sind.

Wir wollen uns auf einer gegebenen Elementarfliche & zw ei
Functionen f = f(z + iy) und f; = f, (¢ + iy) ausgebreitet den-
ken; beide scien daselbst iberall windeutig, und beide mit
etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch aber-
all stetig. Es sollen die aus fund f, zusammengesetzten Func-
tionen
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K'f+ Kl 'fl’
1) £t

fi
untersucht werden, vorausgesetzt, dass & nnd X, irgend welche
Constanten sind.

Zunichst ist klar, dass diese drei neuen Functionen, ebenso
wie f und f, selber, auf der Flache & uberall eindeutig sein
werdeun.

Fraglich aber ist, wie es sich mit ihrer Stetigkeit oder Un-
st etigkeit verhalt. In Bezug hierauf ist zunachst zu bemerken,
deasss die beiden ersten nur in denjenigen Puncten unstetig sein
k& mnen, wo £ und £, unstetig sind, und dass andererseits die
d m~ itte nur in denjenigen Puncten unstetig sein kann, wo f und

1 . R . .
7  umstetig sind; dass also all' jene drei Functionen, ebenso wie

f wund £, ‘selber, auf der Fliche & immer nur in einzelnen
P wancten unstetig sein konnen. Zn untersuchen bleibt nun aber,
W «=icher Art diese Untstetigkeiten sind, ob dieselben polarer, oder
>R e irgend welcher anderer Natur sind.

Zufolge des vorhergehenden Satzes sind die Ordnungszahlen

(}er Functionen f und f; in jedem Punct der Fliche & durch

A gend welche endliche ganze Zahlen dargestellt. Ist x 4 iy = ¢

€1 beliebiger Punct auf jener Flache, und sind w und p, die in

Qiesem Puncte vorhandenen Ordnungszahlen von £ und f;, so wer-

Qen sich die Werthe, welche f und fi im Bereich des Punctes
¢ besitzen, jederzeit in folgender Weise darstellen lassen:

2) {f=(w+z'y—c>".E,
fi=(x+iy— o™ - By

wo unter E und E, zwei von « + iy abhingende Functionen
m verstehen sind, welche innerhalb des genannten Bereiches ein-
deutig, stetig und nullfrei sind.

Wir betrachten nun zuvorderst die erste von unsern drei
Functionen (1); sie mag F genannt werden:
3 F=K.f+ K, ..
Zufolge (2) werden sich die Werthe, welche diese Function im

Bereich des Punctes ¢ besitzt, darstellen lassen durch:
Neumann, Abel’sche Integrale. 8
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4 F=K.@z+iy— " E + K .(c+iy— " E,.

Multiplicirt man diese Formel auf beiden Seiten mit (x + iy —¢)™,
so ergiebt sich:

(5) (@ +iy—a™ . F=

= Ka+iy—o" TP E + K@ +iy—o”THE,.
Wir wollen uns hier unter M eine endliche ganze Zahl den-
ken, und zwar eine Zahl, welche so gross ist, dass die Exponen-
ten M 4+ u und M 4 u, beide positiv sind*). Alsdann werden
nicht allein

E und E,,

sondern auch

(x + iy — c)M+“ und (x 4 iy — c)M+"‘
Functionen sein, die im Bereich des Punctes ¢ eindeutig und
stetig sind. Gleiches wird demnach, zufolge (5), auch von dem
Product:

(6) - wHiy—oM . F
gelten.

Dieses Product wird daher, wie sich aus dem vorhergehen-
den Satz ergiebt, eine Function sein, deren Werthe im Bereich
des Punctes ¢ in folgender Weise dargestellt werden kénnen:

. M .
(M +iy—e)" .F=(@+iy—c)” .H:
hier bedeutet » eine endliche ganze Zahl, namlich die Ord-
nungszahl des in Rede stehenden Productes im Puncte ¢, und H

-eine Function, welche im Bereich des Punctes ¢ eindentig, stetig
“und nullfrei ist. Aus (7) folgt unmittelbar:

F=(+iy—o” ™. H,

® r=l+ig—o" . 4

Beachtet man nun, dass —IE,
c eindeutig, stelig und nullfrei ist, so ergiebt sich aus diesen bei-
den Formeln (8) sofort, dass innerhalb jenes Bereiches entweder

ebenso wie H selber, im Bereich von

*) Eine derartige Zahl M wird jederzeit vorhanden sein; demnn g
u, sind, und ihrer Beduetung zufolge, endliche ganze Zahlen.
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1 - I .
F oder 7 stetig sein muss, dass namlich ersteres der Fall sein

%ird, wenn v — M, letateres, wenn M — » einen positiven
Werth hat.

Die Function F wird demnach im Bereich eines jeden be-
libigen, zur Flache & gehorigen Puncles ¢ entweder stetig, oder
doch pur der Art unstetig sein, dass wenigstens ihr reciprocer .
Werth daselbst stetig bleibt. Oder mit andern Worten: Die Func-
tion F wird auf der gegebenen Flache ¢ mit etwaiger Ausnahme
einzelner Pole uberall stetig sein.

Noch leichter ist die Untersuchung der beiden andern in (1)

angegebenen Functionen:
J‘D =rf.f

(9) I(D, = /_,"

Aus (2) ergiebt sich zunichst, dass die Werthe dieser beiden Fune-
tionen innerhalb des Bereiches von e dargestellt werden kdnnen

durch:
(10) {fb =(.r+1'y—r)”'+"'.EE,,

. — E
O, = (x + iy — ) ", B

dass dieselben also, falls man E. E; mit H, und f mit H, be-
1

zeichnet, innerbalb jenes Bereiches dargestellt werden konnen

durch:
(11) d>=(x+iy—-c)"'+”".H,
O, = +iy—c* " . H,
Da E und E, im Bereiche von ¢ eindeutig, stetig und nullfrei
sind, so gilt Gleiches auch von % und %, mithin Gleiches auch
]
. 1 1
von den Functionen H, H,, w
Zufolge (11) haben wir nun, was die Werthe von @ im Be-
reich des Puncles ¢ anbelangt, folgende Formeln:
&=z +iy—ott" H,
1 . — 1
$=(x + iy — ¢ b+ w) P
und hieraus ergiebt sich, dass innerhall jenes Bereiches jederzeit
entweder @ oder % stetig sein muss, dass nimlich ersteres der

8*
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Fall sein wird, wenn p + wy, letzteres, wenn — (u + ) positiv
ist. Ferner ist zufolge (11))
O, =(@x+iy—c)* " H,
1 _ iy — o =) 1
d—,‘._(x+zy c) S
und hieraus ergiebt sich in gleicher Weise, dass im Bereich des
Punctes ¢ jederzeit eniweder @, oder -(p stelig sein muss. Dem-

nach werden @ und @, zwei Functionen sein, welche auf der
gegebenen Flache € mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole iiber-
all stetig sind.

Wir werfen schliesslich noch einen Blick auf die Formeln (11):

@ =(z+iy—o* T m,

‘ O, =+ iy—o* M. H,.
Die hier auftretenden Functionen H und II, sind, wie bereits be-
merkt, im Bereich des Punctes ¢ eindeutig, stetig und nullfrei.
Mit Ricksicht auf den vorhergehenden Satz ergiebt sich daher,
dass die in diesen Formeln enthaltenen Exponenten u 4 u, und
p — py die Ordnungszahlen sind, welche die Functionen @
und @, im Puncte ¢ besitzen. Nun sind aber u, u, selber die
Ordnungszahlen der urspriinglich gegebenen Functionen £, f;, aus
welchen @ und @, durch Multiplication und Division entstanden

sind. Sind demnach die Ordnungszahlen der Funtionen f, £, in

irgend einem Puncte ¢ bekannt, so wird man die Ordnungszahl

des Productes @ = f.f, oder die des Quotienten @, = % in

1
diesem Puncte ¢ dadurch erhalten, dass man jene beiden erstge-

nannten Zahlen entweder ad dirt oder subtrahirt.
Der Ausgangspunct unserer ganzen Untersuchung liegt, wenn
wir auf den Gang derselben zurickblicken, in den Formeln (2):

f=@+iy—o®. E
) f1=(x+iy—c)m.E‘;
also in denjenigen beiden Formeln, durch welche die Werthe der -
gegebenen Functionen £, f; im Bereich eines jeden beliebigen, zur
Fliche @ gehorigen Punctes ¢ dargestellt werden konnen. Diese

beiden Formeln bilden das Fundament, von welchem unsere ganze
Untersuchung getragen wird.
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Besitzt eine der beiden Functionen, z. B. £ auf der Flache &,
einen allenthalben constanten, von Null sowohl, als auch von
Unendlich verschiedenen Werth, etwa den Werth 1, so wird die
erstere von jenen beiden Fundamentalformeln zu ersetzen sein
durch: -

f=1,
oder, was dasselbe ist, durch:
f=(.1:+iy——c)".l,
in welcher der Exponent u durch O vertreten wird, und in wel-
cher die Function E durch 1, also durch eine Grosse vertreten
wird, die, ebenso wie friher E, im Bereich des Punctes ¢ ein-
deutig, stetig und nullfrei ist.

Wir haben demnach, wenn wir den Fall betrachten, dass f
den constanten Werth 1 besitat, dieselben Fundamentalformeln
wie friher, nur mit der unwesentlichen Abanderung, dass die
eine derselben alsdann ein mehr specielles Geprage als frither
besitzt. Daraus folgt, dass unsere ganze Untersuchung auch fiir
jenen Fall Schritt far Schritt giltig bleibt. Die von uns erhal-
tenen Resultate werden daher auf jenen Fall, wie auf einen Spe-
cialfall, unmittelbar in Anwendung gebracht werden konnen;
man wird, um von dem allgemeinen Fall zu jenem Specialfall
iiberzugehen, das mit 1 identisch’ gewordene f nur als eine Func-
tion anzuschen haben, deren Ordnungszahl iiberall gleich O ist.

Analoges wirde natirlich auch fir den Fall zu bemerken
sein, dass die Functionen fund f; beide mit 1 identisch werden.

Fassen wir daher schliesslich die bisher erhaltenen Ergeb-
nisse zusammen, so kdnnen wir uns dariiber folgendermassen aus-
dricken: )

Sind f=f(x + iy) und fy=1[,(x 4+ iy) zwei Functionen,
die auf einer gegebenen Elementarfliche iberall eindeutig und mit
etwaiger Ausnakme einzelner Pole itberall stetig sind, so wird Glei-
ches auch von den Functionen

K.f+ kK .1,
-t
f
i
gelten, vorausgesetzt, dass man unier K, K, irgend welche Con-

stanten versteht.
Sind, was die beiden letzten Functionen anbelangt, u und w,
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die beiden Ordnungs:zahlen, welche f und f, in irgend einem Punct
der gegebenen Fliche besilzen, so werden p 4+ p\ und p — p, die-
jenigen Ordnungs:zahlen sein, mit welchen das Product f . fy und

der Quotient L in jenem Punct behaflet sind.

i

Zu den Functionen f und f,, auf welche diese Satze anwend-
bar sind, gehirt unter Anderm auch diejenige, deren-Werth ic_ber—>
all =1, und deren Ordnungszahl uberall = O ist.

Von den Ausdriacken

K.[+ K. f
f'fiv
f

h

ist der erste aus den beiden gegebenen Functionen durch Addi-
tion oder Subtraction, der zw eite durch Multiplication, der dritte
durch Division entstanden. Demnach konnen wir die erhaltenen
Resultate sofort ausdehnen auf jedweden Ausdruck, der aus fund £,
auf rationale Weise zusammengesetzt ist; denn jeder solcher
Ausdruck entsteht aus fund f; dadurch, dass man die genannten
Operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division
mehrmals hintereinander und in irgend welcher Reihenfolge in
Anwendung bringt.

Wir konnen aber die erhaltenen Resultate noch weiter aus-
dehnen, namlich, wie man leicht @bersieht, auch auf diejenigen
Ausdriicke ausdehnen, welche nicht aus zwei Functionen £ und £,
sondern aus beliebig vielen Functionen auf rationale Weise
zusammengesetzt sind. Thun wir dies, so gewinnen jene Resul-
tate eine Allgemeinheit, in welcher sie so lauten:

Sind fy, [, - - - - fa irgend welche von x 4+ iy abhingende
Functionen, welche auf einer gegebenen Elementarflache uberall
eindeutig und mil etwaiger Ausnakme cinzelner Pole @berall stetig
sind, so gilt Gleiches auf jener Fliche auch von jedem Ausdruck

Rifys [y - - -fa)
der aus den genannten Functionen auf rationale Weise zusam-
mengesetzt ist.

Sind demnach fy, fy, . . . fa und f\°, f,°, . . . fg® von = + iy
abhdngende Funclionen, welche auf einer gegebenen Elementarflache
itberall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole uberall
stetig sind, so wird Gleiches auch von dem Quotienten



Functionen auf einer Elementarfliche. 119

fiifo....fa
R
gelien. Und zwar wird sich in diesem Fall die Ordnungszahl,
welche der Quotient in irgend einem Puncte jener Fliche besitzt,
dadurch ergeben, dass man zuerst die in dem Puncte vorhandenen
Ordnungszahlen von fy. fo, ... fo addirt, und sodann von der
erhaltenen Summe diejenigen Ordnungszahlen, welche f,°, f,°, . . fg"
in dem Puncte besitzen, subtrahirt.
Zu den Functionen [, auf welche diese Sitze anwendbar sind,
gehirt unter Anderm auch diejenige, deren Werth — 1, und deren
Ordnungszahl = O ist.

Siebenter Abschnitt. Reihen-Entwickelung einer von x + :’y'
abhingenden Function, welche auf einer Kreisfliche iiberall
eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch
iiberall stetig ist.

Auf einer Elementarfliche & seien irgend welche Puncte
a; +if, @y +if,, .. .., e + i, gegeben; der Kiirze wegen mag

@ +ify =y, @+ ify=2py ... @x + ifr=1p,
gesetzt werden. Ferner seien M;, M,, ... M, beliebig gewihlte
positive ganze Zahlen; endlich sei ¥ folgende von = + iy
abhingende Function;

(1) F=(a+iy—p)" . @iy —n) ™ ... @+ig—p)™x
Offenbar wird diese Function auf der Flache € iiberall ein-
deutig und stetig sein, und mit Ausnahme der Puncte y da-
selbst nirgends verschwinden; sie wird also auf jener Flache von
Polen vollig frei sein, hingegen « einzelne Nullpuncte besitzen,
die in den gegebenen Puncten y liegen.

Nun wissen wir (Satz, Seite 112), dass die Ordnungszahl einer
Function positiv ist in jhren Nullpuncten, dass sie negativ
in ihren Polen, und dass sie Null ist in jedwedem andern Puncte.
Die Ordnungszahl der hier betrachteten Function F wird dem-
pach in den Puncten y positiv, und in allen abrigen zur Fliche €
gehorigen Puncten Null sein.

Wir bezeichnen den fir die Function F gegebemen Aus-
druck (1 fir den Augenblick mit

@) F=(z+iy—p)™

. E;
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E wird dann ein Product vorstellen, welches nur x — 1 Factoren
enthilt, und welches demgemiss auf der gegebenen Fliche &
auch nicht in allen Puncten y, sondern nur in p,, 95, .. .9«
verschwindet, im Puncte p, hingegen von Null verschieden ist.
Daneben ist klar, dass dieses Product E auf der gegebenen
Fliche € allenthalben eindeutig und stetig bleibt. Demnach wird
E eine Function sein, welche im Bereich des Punctes 9, ein-
deutig, stetig und nullfrei ist.

Beachten wir dies, so erkennen wir aus der Gleichung (2)
sofort, dass die Zahl M, nichts Anderes ist, als die Ordnungs-
zahl der gegebenen Function F im Puncte p,. (Vergl. die
Definition Seite 112.) Ebenso werden natirlich M,, . .. M, die in
den Puncten p,, ...y, vorhandenen Ordnungszahlen darstellen.
Die Ordnungszahl von F ist demnach in den Puncten
P1s V2r - - - ¥x gleich M, M,, .. . M,, in allen abrigen zur
Fliche @ gehorigen Puncten hingegen gleich Null

Es sei nun f=f(x + iy) irgend eine Function, welche auf
der gegebenen Fliche € iiberall eindeutig und mit Ausnahme von
% einzelnen Polen iiberall stetig ist. Es sei bekannt, dass diese
% Pole in den Puncten p,, y,, . . . ¥« liegen; im Uebrigen aber
sei die Function f vollig unbekannt.

Die Puncte y,, 9,5, . . . y» Werden also Pole der Function f
sein, und alle @brigen zur Fliche € gehérigen Puncte werden
theils Nullpuncte dieser Function, theils neutrale Puncte sein;
falls wir mit diesem Namen einen Punct bezeichnen, in welchem
die Function weder einen Pol hat, noch Null wird. Demgemass
wird die Ordnungszahl von £ in den Puncten y,, y,, . . . 7, durch
irgend welche negative ganze Zahlen —ng, Ny, ... —n, in
allen abrigen Puncten der Fliche @ hingegen durch Zahlen dar-
gestellt sein, die theils positiv, theils Null sind.

Wir betrachten endlich das aus den beiden Functionen F
und f gebildete Product:

Da F und £ auf der Fliche § iiberall eindeutig, und mit Aus-
nahme einzelner Pole daselbst iiherall stetig sind, so gilt Gleiches
auch von @; wie sich aus einem kiirzlich gefundenen Satze (Seite 117)
unmittelbar ergieht. Zugleich folgt aus jenem Satz, dass die Ord-
nungszahlen von @ dadurch erhalten werden konnen, dass man
die von F und f addirt. Bezeichnen wir nun die Puncte

A
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7 ¥y .. . yxin ihrer Gesammtheit mit y, und alle iibrigen zur
Fliche & gehorigen Puncte mit g, so sind:

in diesen Puncten y und g
die Ordnungszahlen von F gleich M und 0,
ferner die von f gleich —=» und 0 od. pos.;

folglich:
die Ordnungszahlen von ® gleich M—» wund 0 od. pos.

Nehmen wir die vorhin willkiihrlich gewahlten ganzen Zahlen
M, namlich die in der Function

F=@+iy—n)" @tiy—n)" @ty — )™
enthaltenen Exponenten der Art an, dass sie mit den Zahlen n
8 leich gross sind, so wird die Ordnungszahl des Productes
=F.f

auf der Fliche ¢ allenthalben Null oder positiv sein.
Jenes Product wird also dann eine Function sein, welche auf der
Flache ¢ mit keinerlei Polen behaftet ist, folglich eine Function,
welche auf dieser Fliche allenthalben stetig ist. Wir ge-
langen daher zu folgendem Satz:

Eine Function = f(x + iy), welche auf eincr gegebenen
Elementarfiiche uiberall eindeutig, und mit Ausnahme einzel-
Rer Pole iberall stetig ist, kann von diesen Polen jederzeit be-
freit werden durch Multiplication mit einer gewissen ganzen ratio-
Ralen Function von x + iy.

Sind nimlich x + iy=y,, x + iy=y, . ..., T+ iy=19p,
die Pole, mit welchen die Function f auf der gegebenen Elementarfliche
behaftet ist, und sind —n,, —n,, .... —n, die in diesen Polen
Yorhandenen Ordnungszahlen, so wird das Product von [ und von

C+iy—n)"@+iy—m™. .. (@+iy—p)"
eine Function sein, welche auf jener Fliche allenthalben ein-
deutig und stetig ist.

Wir bringen diesen Satz auf den Fall in Anwendung, dass
die gegehene Elementarfliche eine Kreisfliche ist. Lassen wir

im Uebrigen alles ungeandert, so wird also

M d=@+iy—p)" @+iy—p)™....@tiy—y)"
tine Function sein, welche auf der Kreisfliche allenthalben ein-
f"’“ﬁg und stetig ist, folglich eine Function sein, welche, was
!hre Werthe auf dieser Kreisfliche anbelangt, nach der Taylor'schen
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Reihe entwickelt werden kann (Satz, 8. 89). Wir erhalten dem-
nach, wenn wir den Mittelpunct der Kreisfliche mit a + ib oder
¢, und irgend welchen andern Punct derselben mit x 4 iy be-
zeichnen, fir den in diesem letztern Puncte vorhandenen Werth
von @ folgende Darstellung:

2 @=0(+2T¥ o )+ EtH gy
Bezeichpet man die hier auftretenden constanten Coefficienten

1 ’ \1 ’’
D (c), T(D(c), 1—.2d) (¢), ...

kurzweg mit 4, B, C, ..., und substituirt man sodann diesen

Werth von @ in die Formel (1), so ergiebt sich:

3 f= A+ BxFiy—c)+Clz+iy—e)+.... :
iy —y)u. (xdiy—y,)%.... (x4 iy — yx)?*

und diese’ Formel wird, ebenso wie (2), giiltig sein an allen

Stellen der gegebenen Kreisfliche.. Wir gelangen somit zu fol-

gendem Satz: ' ‘ :

Ist eine Function [ — [ (x + iy) innerhalb einer gegebenen
Kreisfliche uberall eindeutiy und mit Ausnakme einzelner Pole da-
selbst auch iiberall stetig, so lassen sich die Werthe, welche die
Function innerhalb der Kreisfliche besitzt, jederzeit in folgender
Weise darstellen :

f= A4+ Bx+iy—c)+Clx+iy —e)+.... .
(xtiy—y)M. (xtiy—y)%. ... (¢4 iy — yx)?*
Hier stellt ¢ den Miltelpunct der Kreisfliche vor. Ferner sind
unter ¥y, Yo - .. Yx die Pole zu verstehen, mit welchen die Func-
tion [ auf jener Fliche behaftet ist; — ny, — nyy ... —n, sind
die in diesen Polen vorhandenen Ordnungszahlen.von f; und end-
lich 4, B, C, ... gewisse constante Coefficienten.

Achter Abschnitt. Useber die Summe simmtlicher Ordnungs-
zahlen, welche eine von « + iy abhingende Function auf einer
gegebenen Elementarfliche besitzt; vorausgesetzt, dass dieselbe
auf jener Fliche iiberall eindentig und mit etwaiger, Ausnahme
einzelner Pole daselbst auch iiberall stetig ist.

Es mag wiederum, wie frither, ¢ irgend welche Elementar-
fliche vorstellen, und /= f (x 4~ iy) eine Function sein, welche
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al § eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole stetig ist,
also eine Function, welche (zufolge des Zusatzes S. 100) innerhalb
€ auch nur einzelne Nullpuncte besitzen wird.

Der Einfachheit wegen wollen wir annehmen, dass unsere
Function £ auf der Fliche € nur zwei Nullpuncte ¢,, ¢,, und
ebenso auch nur zwei Pole p,, p, besitzt; ihre Ordnungszahlen
auf der Flache € werden alsdann (zufolge des Satzes S. 112) in
den Puncten g¢,, ¢, durch irgend welche positive ganze Zahlen
By, 4y, in den Puncten p,, p, durch irgend welche negative
ganze Zahlen v,, v,, und in allen dbrigen Puncten jener Flache
durch Null dargestellt sein. Bezeichnen wir also die Summe
simmtlicher Ordnungszahlen, welche £ in allen Puncten jener
Fliche zusammengenommen besitzt, mit S, so wird
(1) S=wu +u+v+
sein. Es soll sich nun um die Ermittelung dieser Summe S, d. h.
um die Auffindung einer Methode handeln, vermittelst deren man
den Werth dieser Summe in jedem gegebenen Falle zu berechnen
im Stande sein wiirde.

Wir zerlegen die gegebene Elementarfliche & (Fig. 20) durch
irgend welche Schnitte in vier
kleinere Elementarflichen g, g,
%1, p,, von welchen die erste
nur den Punct ¢,, die zweite nur
¢y, die dritte nur p,, und end-
lich die letzte nur p, in sich
enthall, Auf der Flache q, wird
alsdann die Function £ (z) iiberall
eindeutig und stetig, und mit Aus-
Dahme eines in ¢, liegenden Null-
Punctes auch wiberall nullfrei sein.
Demnach 1asst sich auf diese
Fliche gofort ein frither gefundener Satz (S. 109) in Anwendung
bringen. Thun wir dies, so ergiebt sich fiir die in dem Puncte ¢,
Vorhanydene Ordnungszahl g, folgende Formel:

L
M= 2ni J r°
ql
!o die Integration in positiver Richtung um den Rand der
acl.e q; herumlauft. In gleicher Weise ergeben sich fir die in

Fig. 20.



124 . Dritte Vorlesung.

42y Py, p, vorhandenen Ordnungszahlen g,, v, v, durch Betrach-
tung der Flachen g,, p,, p, die Formeln:

=1 [
b2 = omi ik
v, = L .
V7 o

\]&; \|~,

v
v, — L.
2T omi

¥,

~Somit verwandelt sich der fur S angegebene Werth (1) in fol-
genden

@) 21:.{] df+fdf+fdf +fdf}

wo jedes der vier lntegrale um eines der vier Flichenstiicke
U415 925 Py» Po in positiver Richtung herumlauft.

Wir bezeichnen die einzelnen Linienelemente, aus welchen
der Rand der gegebenen Elementarfliche € besteht, mit ds, und
andererseits die einzelnen Linienelemente, aus welchen die zur
Zerstiickelung von € in Anwendung gebrachten Schnittlinien
bestehen, mit do. Die Elemente ds und do werden alsdann die-
jenigen Linienelemente sein, aus welchen die Integrationscurven
der in (2) auftretenden Integrale zusammengeselzt sind. Und
. zwar wird jedwedes Element ds immer nur in je einem, jed-
wedes Element do hingegen in je zweien jener vier lntegrale
vorkommen.

Wir betrachten zunichst irgend eines unter den Elementen
do, z. B. das Element «f, welches sich (Fig. 20) auf der Grenze
der Flachensticke q, und g, befindet. Bei der positiven Umlau-
fung von ¢, wird dieses Element in der Richtung'«f, bei der
von ¢, hingegen in.der entgegengesetzten Richtung S« durch-
wandert werden. Demnach werden die beiden in (2) auftretenden

Integrale
?L und j ar

zwei auf of bezughche Theile besntzen, welche entgegenge-
setzte Werthe haben, und welche sich daher bei der Addition
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jener Integrale gegenseitig zerstdren. Aehnliches gilt for
jedes andere Element do.

Wir betrachten zweitens irgend eines der Elemente ds, z. B.
das Element ab, welches sich (Fig. 20) auf dem Rande des
Flachenstickes g, befindet. Dieses Element wird, mag man nun
jenes Flichenstiick q,, oder mag man die ganze gegebene Ele-
mentarfliche (& in positiver Richtung umlaufen, immer in ein
und derselben Richtung, nimlich immer in der Richtung «d
durchwandert werden. Denken wir uns daher das um die ganze
Fliche € in positiver Richtung herumerstreckte Integral

B f x
¢

gebildet, und vergleichen wir dasselbe mit dem in (2) auftreten-

den Integral
af
f ’
9

o werden diese beiden Integrale zwei auf ab beziigliche Theile
enthalten, welche unter einander idemntisch sind. Aehnliches
wird natirlich auch fir jedes andere unter den Elementen ds
gelten,

Sondern wir daher in Gedanken alle in der Summe

4 a 4 (e tdf ar
) ,+j,+j,+f,
9 9y ¥y e

enthaltenen einzelnen Integraltheile in zwei Gruppen, namlich
erstens in diejenigen Integraltheile, welche den Elementen do,
und zweitens in diejenigen, welche den Elementen ds zugeho-
ren; so werden die erstern sich gegenseitig zerstoren, und die
letztern identisch sein mit- denjenigen Integraltheilen, welche
in dem Integrale (3) enthalten sind. Daraus folgt, dass der ganze
Werth der Summe (4) durch das Integral (3) dargestellt wird.
Somit verwandelt sich unsere fiir S aufgestellte Formel (2) schliess-
lich jp folgende: :
1 d,
() § = ;- _fC
€

_Dieses Resultat lasst sich natiirlich augenblicklich verallge-

Meinern, namlich augenblicklich ausdehnen auf den Fall, dass
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die gegebene Function f innerhalb der Fliche € irgend welche-
Anzahl von Nullpuncten, und ebenso auch irgend welche
Anzahl von Polen besitzt. Wir gelangen demnach zu folgendem °
Satz:
Ist eine Function [ = [ (x + iy) auf einer beliebig gegebenen
~ Elementarfliche € uberall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme
einzelner Pole daselbst auch iberall stetig, so ist das in positiver
Richtung um den Rand der Fliche herumerstreckte Integral :
| 1o (a
2mi f
(3
Jjederzeit gleich der Summe simmitlicher Ordnungszahlen, welche
die Function auf jener Fliche besitzl.

Neunter Abschnitt. Ueber den Werth eines gewissen Rand-
Integrales.

Ehe wir die Betrachtung einer Function innerhalb des Spiel-
raumes einer Elementarfliache verlassen, miissen wir schliess-
lich noch einen Satz ableiten, der an und fir sich kein beson-
deres Interesse darbietet, der aber mit Riicksicht aufl nnsere -
spiteren Untersuchungen von Wichtigkeit ist.

Es sei f = f (x + iy) eine Function, welche auf einer ge-
gebenen Elementarfliche & allenthalben eindeutig und
stetig ist; zugleich mag der Werth dieser Funetion, wie er sich
bei Sonderung des Reellen und Imaginiren herausstellt, mit
U 4 iV bezeichnet werden, wo U und ¥ irgend welche von «
und y abhingende Functionen sind. Ist nun

1) fla+iy) =U+iv,
so wird gleichzeitig, wie sich durch Differentiation nach = und
nach y ergiebt, =

R [le+i) =50 +i%,
6 i) =5 +i%
sein.

Bleibt eine von x+iy abhangende Function auf einer gegebenen
Elementarfliche allenthalben eindeutig und stetig, so gilt, wie wir
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friher (S. 91) gefunden haben, Gleiches auch von ihren Ablei-
tungen. Demnach wird nicht allein f (x + iy), sondern ebenso
gut auch f’ (x + iy) auf der hier betrachteten Fliche & iiber-
all eindeutig und stetig sein. Hieraus aber folgt mit Hin-

blick auf die Formeln (1), (2), (3), dass Gleiches auch von den

- )
sechs Functionen U, ¥V, g—g, %”?, g,!,/’ 63: gelten muss, Wir kon-

nen demnach auf die Function U, und ebenso auch aul ¥ un-
mittelbar ejnen frither (S. 62) gefundenen Satz in Anwendung
bringen. Thun wir dies mit Bezug auf U, so erhalten wir fol-

gende Formel:

, ol 4 AN A _
\4) H{U At + 5:‘/_2) + d-‘l-‘_) + 3_;/) }(].’l‘lly ==

1/
= —'/Ud—n‘ ds,

wo die Integration links iiber die Fliche, die rechts hingegen
itber den Rand von & hinerstreckt ist. Unter ds ist namlich
irgend ein zum Rande von & geloriges Linienelement, und unter

n die auf ds errichtete innere Normale zu verstehen.
Nun ist (zufolge des Satzes S. 78)

v /8
(5) gt T 37 = O

und ferner, wenn wir (Fig. 21) die positive Randrichtang der
Flache & mit s bezeichnen: '

: aw __ v,
(6) dn — ds
Fig. 21.

b SO S >X
Betrachten wir das in der positiven Richtung des Randes fortlau-

fende _Linienelement ds, und bezeichnen wir den Anfangspunct
dieses Elementes mit «, seinen Endpunct mit 8, und die Werthe,
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welche ¥ in diesen beiden Puncten besitzt, mit 7, und Vg, so
verwandelt sich die letztgenannte Formel (6) in:

av Ve— VP,
(7) == — L&‘;
Und nunmehr nimmt die in (4) aufgestelite Gleichung durch Ein-
“setzung der Werthe (5) und (7) folgende Gestalt an:

(8) '/'J{ 3”)}dxdy_[U(V,,—V.,)

Das hier auf der rechten Seite stehende Integral f U(Vg— Ve)

stellt, falls wir die Randpuncte der Fliche &, wie sie bei einer
positiven Umlaufung dieser Fliche auf einander folgen, mit
e, B, y, 6, ... und die zugehorigen Werthe von U und 7 mit
Uey Ug, Uy, Us,... und Vo, Vg, Py, Vs ... bezeichnep, fol-
gende Reihe dar:

Us(Pp— Vo) + Up (Vy — Pp) + Uy (Ps — V) + ...
Diese Reihe aber ist nichts anderes, als das durch positive Um-
laufung der Fliche & entstehende Integral

f uav.
(
Somit erhalten wir schliesslich:

o U )= i

also folgenden Satz:

Versteht man unter [ (x 4 iy) eine Function, die auf einer
gegebenen Elementarfliche & allenthalben eindeutig und stetig ist,
und bezeichnet man den Werth dieser Function, wie er sich bei
Sonderung des Reellen und Imagindiren herausstellt, mit

flx+iy = U-+iV,

-80 ist jederzeit:

ff{ a” }dxdy-—fl]dlf

wo die Integration links iber die Fliche, und die Integration
rechts in positiver Richtung iber den Rand von & .Ahiner-
streckt ist.
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Aus diesem Satz folgt sofort, dass der Werth des Integrals

fUdV
(]

niemals negativ sein kann, dass derselbe namlich jederzeit ent-
weder positiv oder Null ist.
Wir wollen annehmen, es trete der letztere Fall ein, es
ware also
1) f Udv = 0,
(3 .
und es wire demgemass auch

@) f [ { g—’—w’)z + (2;‘;)2} drdy = 0.

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von g—: g,,g reell

sind, eine aus unendlich vielen, und zwar aus lauter positiven
Gliedern zusammengesetzte Summe, und kann daher nur dann
verschwinden, wenn alle diese Glieder e¢inzeln genommen Null
sind. Somit ergiebt sich aus der Gleichung (2), dass

ov ov
(3) P und %
auf der Fliche € allenthalben gleich Null sein missen. Und
hieraus folgt, weil nach einem frither (S. 78) gefundenen Satz

o __ov
ox — oy’
oo _  ov
oy —  ox
ist, dass die Grossen
. vV 14
4) : o wd o

auf der Fliche € ebenfalls iiberall Null sein miissen. Aus dem
Verschwinden der Grdssen (3) und (4) ergiebt sich sodann aber
augenblicklich, dass U und 7 auf der Fliche & allenthalben con-
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist die Function f (x + iy) auf einer gegebenen Elementar-
flache € allenthalben eindeutig und stetig, und bezeichnet man den
Werth dieser Function, wie er sich bei Sonderung des Reellen
und Imaginiren ergiebt, mit

fx+iy ="U+iV,

Neumann, Abel’sche Integrale. 9
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so ist das in positiver Richtung um den Rand von & herumer-

streckte Integrai
f vav :

(3
jederzeit positiv oder Null.
Der letztere Fall, dass ndamlich dieses Integral gleich Null
ist, kann nur dann eintreten, wenn der Werth von [ (x <+ iy) auf
der Fliche & allenthalben constant ist.
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Functionen mit einem complexen Argument in
ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche,

Unsere bisherigen Untersuchungen bezogen sich bestindig
nur auf einen Theil der Werthe, welche eine Function f(x + )
besitzt, namlich immer nur auf solche Werthe, welche innerhalb
irgend welcher Elementarflache ausgebreitet werden konnen.
Um eine Function f (x 4 7y) in ihrem ganzen Umfange zu un-
tersuchen, werden wir eine cbene Fliche in Anwendung bringen
miissen, welche sich nach allen Seiten hin ins Unendliche er-
streckt; auf dieser werden sich dann simmtliche Werthe der
Function ausbreiten lassen.

Eine solche nach allen Seiten hin ins Unendliche sich
ausdehnende Ebene lasst sich nicht in elementare Flichenstiicke
zerlegen; deun ein elementares Flachenstick befindet sich (zufolge
der von uns gegebenen Definition S. H3) stets mit allen seinen
Puncteu in der Endlichkeit. Demnach konunen wir die bis jetat
erhaltenen Sitze, welche sich durchweg immer nur auf elemen-
tare Flichensticke bezogen, auch nicht direct in Anwendung
bringen, um etwa Schritt fiir Schritt jene ganze unendliche Ebene

e¢zu durchmustern; wir wiirden mit Hilfe jener Satze niemals in
die unendlich fernen Theile der Ebene hineindringen kénnen.

Wir werden nun sogleich eine Methode kennen lernen, durch
welche dieser Uebelstand beseitigt wird, eine Methode, durch
welche es moglich wird, simmtliche Werthe einer Function
nach Belieben entweder auf einer Kugelfliche von endlichem
Radius, oder auf zwei von einander raumlich getrennten ebenen
Flachensticken von ebenfalls endlichen Dimensionen auszubrei-

g%
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ten. Ersteres wird den Vortheil einer grosseren Uebersichtlich-
keit, letzteres den Vortheil fir sich haben, dass die bereits ge-
fundenen Sitze dann unmittelbar verwendbar sind.

Erster Abschnitt. An Stelle der Horizontalebene, welche zur
riumlichen Ausbreitung einer von x + iy abhingenden Function
bisher gedient hat, wird eine mit dem Durchmesser 1 beschrie-
bene Kugelfiiche eingefiihrt. Ueber die Aenderungen, welchen
die Function hinsichtlich jhrer Eindeutigkeit und Stetigkeit
hierbei ausgesetzt ist.

Wir werden im Folgenden haufig mit einer Kugelfliche, und
zwar stets mit einer Kugelfliche vom Durchmesser Eins
zu thun haben. Um die einzelnen Puncte einer solchen Kugel-
fliche ihrer Lage nach zu bestimmen, werden wir nicht die ge-
wohnliche, auf der Einfihrung von Meridian- und Parallelkreisen
beruhende Methode, sondern eine gewisse andere Methode in An-
wendung bringen.

Es sei (Fig. 22) O der hochstgelegene, O der tiefstgelegene
Punct der gegebenen Kugelflache,

Fig. 22. . e .
M o Q N ferner sei MN diejenige Horizon-
~ talebene, von welcher die Kugel im
14 Puncte O berihrt wird, und end-

lich seien 04 und OB zwei in die-

ser Ebene befindliche, auf einander

senkrechte Achsen, deren Ausgangs-

o’ punct in O liegt. Die Lage irgend

eines Punctes P auf der Kugel wird offenbar vollstindig bestimmt
sein, sobald die Richtung derjenigen geraden Linie bekannt ist,
welche von O nach P hinlduft; die Richtung dieser Linie wird
ihrerseits aber wiederum vollig bestimmt sein, sobald die Lage
desjenigen Punctes Q bekannt ist, in welchem die Horizontalebene
-MN von der Linie getroffen wird. Demnach wird der auf der
Kugelfliche betrachtete Punct P seiner Lage nach vollstindig be-
stimmt sein, sobald die rechtwinkligen Coordinaten «, y bekannt
sind, welche der eben genannte Punct Q in Bezug auf das in
der Horizontalebene festgesetzte Achsensystem 04, OB besitat.
Und es konnen demgemiss jene rechtwinkligen Coordinaten x, y
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geradezu als Kugelcoordinaten, namlich geradezu als die Coordi-
naten des auf der Kugelfliche liegenden Punctes P angesehen
werden. Solches soll nun in Zukunft in der That geschehen.
Lwei Puncte, welche auf der Kugelfliche und auf der Horizontal-
ebene so zu einander liegen, wie P und @, werden alsdann ein
und dieselben Coordinaten &, y, mithin auch ein und das-
selbe Binom « < iy besitzen. Demgemass konnen zwei derar-
tige Puncte in Zukunft gleichnamige Puncte genannt werden;
und dann kénnen ferner zwei auf der Kugelfliche und auf der
Horizontalebene befindliche Linien- oder Flachenstiicke gleich-
namig heissen, wenn die Puncte des einen gleichnamig mit denen
des andern sind.

Denken wir uns einen Rotationskegel, dessen Scheitelpunct
in 0 liegt, und dessen Achse mit dem Kugeldurchmesser 0'0
zusammenfillt, so werden die beiden Kreislinien, in welchen die
Kugelfliche und die Horizontalebene von dem Mantel dieses Kegels
durchschnitten werden, gleichnamige Linien sein. Ist die
Oefinung des Kegels, was ihre geringere oder grossere Weite an-
belangt, der Art, dass der Kreis auf der Horizontalebene den
Radius 1 besitzl, so wird der gleichnamige Kreis auf der Kugel-
flache durch den Aequator, d. h. durch den grdssten Hori-
zonlalkreis der Kugelfliche dargestellt sein. Lasst man ferner
die Qeffnung des Kegels sich so weit verkleinern, dass der Kreis
auf der Horizontalebene unendlich klein wird, also mit dem Puncte
0 wsammenfallt, so wird der gleichnamige Kreis auf der Kugel-
fliche ebenfalls mit O zusammenfallen. Lasst man ferner die
Oefloung jenes Rotationskegels sich so weit vergrdssern, dass der
Kreis auf der Horizontalebene unendlich gross ausfillt, so wird
der gleichnamige Kreis auf der Kugelfliche unendlich klein, nam-
lich identisch mit dem Puncte O’ werden.

Sind auf der Horizontalebene und auf der Kugelfliche irgend
2vei unter einander gleichnamige Kreislinien gezogen, und
bezichnet man den Radius der erstern mit r, so werden die
Coordinaten far irgend welchen Punct der einen oder andern
Linie durch

y r sint

\
{a: = r cos t,
dargestellt sein, vorausgesetzt, dass man unter ¢ einen von O bis
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2n hin verinderlichen Winkel versteht. Durch das Binom
x4 iy =r.é*

wird also, je nachdem gerade von der Horizontalebene, oder von
der Kugelliche die Rede ist, entweder der auf jener Ebene mit
dem Radius r construirte Kreis, oder der gleichnamige Kreis auf
der Kugelfliche bestimmt sein. Nimmt man in der Formel
x + iy = r. ¢* fir r nach einander die Werthe 0, 1, co, so
verwandelt sich dieselbe der Reihe nach in:

x4y =0,
z + ty = e¥,
x 4 iy = oo.

Und von diesen Formeln wird, was ihre Bedeutung auf
der Kugelfiiche anbelangt, die erste den Punct 0, die
zweite den Aequator der Kugelfliche, und die dritte
den Punct 0’ darstellen.

Unsere Methode, um simmtliche Werthe einer be-
liebig gegebenen Function f(x 4 iy) auf der Kugel-
flache auszubreiten, ist nun folgende: Wir denken uns
zunichst die Werlthe von f (x <4 iy) — nach der gewéhnlichen
Methode — auf einer Ebene, und zwar aufl der mit den Achsen
04, OB versehenen Ilorizontalebene M N (Fig. 23) ausgebreitet.
Sodann verpflanzen wir diese Werthe
von der Ilorizontalebene nach der
" Kugelfliche hin, und zwar jeden
Werth von seinem urspriinglichen
Punct auf jener Ebene nach dem
gleichnamigen Punet auf der
Kugelfliche. Wir lassen also, um
dasselbe mit etwas andern Worten
zu sagen, die urspringlich auf der Horizontalebene ausgebreiteten
Werthe aufl geradlinigen, gegen den Punct 0’ convergirenden
Bahnen nach der Kugelfliche hiniibergleiten. Ist solches geschehen,
~ so wird dadurch die urspriingliche Ausbreitung der gegebenen
Function auf der Horizontalebene umgewandelt sein in eine Aus-
breitung derselben auf der Kugelfliche.

Um uns iiber diese neue Methode der raumlichen Ausbreitung
einer Function niher zu orientiren, betrachten wir zunachst einige
Beispiele.

Fig. 23.
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Die Function
1
I=eFur’
ist, wenn wir sie uns auf der Horizontalehene ausgebreitet den-
ken, auf dieser Ebene offenbar iberall eindeutig; denn jedem
Puncte dieser Ebene gehort ein bestimmter Werth von x 4 iy
zu, und einem bestimmten Werthe von = + iy entspricht immer
nur ein Werth von f.

Fihren wir auf der Horizontalebene ein Polarcoordinaten-
system ein, bezeichnen wir namlich die Entfernung eines belie-
bigen Punctes vom Anfangspunct O mit », und den Winkel, unter
welchem diese Entfernung gegen die x Achse geneigt ist, mit ¢,
so ergeben sich fiar die Coordinaten x, y jenes Punctes folgende

Werthe:
X == r.cost,

y = r.sint¢,
mithin:
x4 iy =r.(cost 4 i.sinl).
Fir unsere Function f erhalten wir daher folgenden Ausdruck:

cos 2¢ — ¢ . 8in 2¢
f= it

Hieraus konnen wir fiir jedweden Punct r, ¢ der Horizontalebene
den zugehorigen Werth der Function entnehmen. Fiir diejenigen
Puncte, welche sich aul einer unendlich fernen um O beschrie-
benen Kreislinie befinden, wird » = oo; mithin

f=cos2t—;°i.sin2t=0. .
Unsere Function hat also auf jener unendlich fernen Kreislinie
tberall den Werth 0.

Projiciren wir daher dic Werthe der Function von der Hori-
zontalebene auf die Kugelfliche, so wird auf den tliefsten Punct
O dieser Flache von allen Seiten her ein und derselbe Werth,
namlich der Werth O fallen. Es wird also die Function bei ihrer
Ausbreitung auf der Kugelfliche im Puncte 0’ eindeutig sein.
Dass solches in den ibrigen Puncten der Kugelfliche ebenfalls
Staltfindet, versteht sich von selber.®) :
x

néim _*) Auf den Punct P z. B. (Fig. 23) kann nur ein Werth fallen,
lich por derjenige Werth, welcher urspriinglich in Q vorhanden war.



136 ._ Vierte Vorlesung.

Gleiches stellt sich heraus, wenn wir die Function
f = (= + %)
untersuchen. Diese verwandelt sich durch Einfihrung der Polar-
coordinaten in
f = rb.(cos 5¢ 4 i.sin 5¢);

sie wird demnach, wenn wir sie uns auf der Horizontalebene
ausgebreitet denken, auf dem um O beschriebenen, unendlich
fernen Kreise iiberall ein und denselben Werth, namlich
den Werth oo besitzen.*) Verpflanzen wir daher die Werthe
dieser Function von der Horizontalebene nach der Kugelfliche,
so wird auf den Punct 0’ wiederum von allen Seiten her ein
und derselbe Werth fallen. . .

Ebenso, wie bei diesen beiden Functionen (_:;31_1'1/)’ und
(x 4 #y)® wird es sich aber tiberhaupt auch mit jeder belie-
bigen rationalen Function von x + iy verhalten. Jede solche
Function besitzt die Form v

f= A+B(@ti)+C (@4iy)r+ ... .4 P (4"
A48 @+i)+C(x+iyp+....+ P (?+fy)“’

wo A, B, C,... Pund 4, B, C’, ... P’ irgend welche Con-
stanten vorstellen. Sind «, y die rechtwinkligen und r, ¢ die ..
‘Polarcoordinaten irgend eines Punctes auf der Horizontalebene,
so ist

x4ty = r(cost 4 i.sini).

Fir diejenigen Puncte, welche auf der um O beschriebenen, un-
endlich fernen Kreislinie liegen, wird » = oo, mithin auch

x + iy = oo.

Far x + iy = oo verwandelt sich aber der Werth unserer Func-
tion £, je nachdem m grosser, gleich oder kleiner als » ist, in O,

oder- in %, oder in oo. Verpflanzen wir daher die Werthe der

*) Es sollen némlich Grossen, deren reciproce Werthe 0 sind, mit
00 bezeichnet, und stets als Grossen betrachtet werden, die unter ein-
ander identisch sind. Demnach wird der Werth eines Binoms
A+ iB, ’
mag nun 4, oper mag B, oder miogen gleichzeitig 4 und B unendlich
sein, immer als ein und derselbe angesehen werden.
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Function f von der Horizontalebene nach der Kugelflache hin, so
wird jedes Mal auf den Punct O' von allen Seiten her ein und
derselbe Werth fallen; dieser ist, je nach Beschaffenheit der

Function, entweder gleich O, oder gleich %, oder gleich oo.

Eine rationale Function von x -+ iy ist also nicht nur bei
ihrer Ausbreitung auf der Horizontalebene, sondern ebemso gut

auch bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche allenthalben
eindeutig.

Was wir hier bei dieser besonderen Classe von Functionen

sehen, gilt nun aber keineswegs allgemein. So ist z. B. die
Function .
ey

sih(m+a’y)=sinx.i-!;——- +i.cosx.e'_;

auf der Horizontalebene iiberall eindeutig. Untersuchen wir aber
diejenigen Werthe, welche diese Function auf der um 0.beschrie-
benen, unendlich fernen Kreislinie besitzt, so erhalten wir z. B.
far diejenigen beiden Puncte, welche auf jener Kreislinie in der
Verlingerung der x Achse liegen, einen ganz andern Werth als
fir diejenigen beiden Puncte jener Kreislinie, welche sich-auf der
Verliangerung der y Achse befinden; fir die ersten beiden Puncte
namlich einen zwischen — 1 und 4 1 liegenden, im Uebri-
gen ganz unbestimmten Werth, far die letzten beiden Puncte hin-
gegen einen unendlich grossen Werth.

Verpflanzen wir also die Werthe der Function sin (x + iy)
von der Horizontalebene nach der Kugelfliche hin, so werden
auf den tiefsten Punct O’ dieser Fliche von verschiedenen Seiten
her sehr verschiedene Werthe fallen. Es wird also die Func-
tion bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche in jenem Punct
0 nicht ein-, sondern vieldeutig sein. Allerdings wird das nur
vom Puncte O’ allein gelten; in allen dbrigen Puncten der
Kugellache wird die Function, wie man sofort iibersieht, ein-

deutig sein. Im Allgemeinen ergiebt sich aus unserer Untersuchung
folgendes Resultat:

Eine Function f (x + iy), welche auf der Horizonlalebene
dllenthalben eindeutiq ist, wird, falls man ihre Werthe nach der
Kwelfiiche hin verpflanzt, entweder auf dieser Fliche iberall
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eindeutig sein, oder daselbst eindeutig séin mit alleiniger Aus-
nahme des Punctes x 4 iy = oo*).

Wir wollen nun ferner untersnchen, wie es sich bei der
Verpflanzung einer Function von der Horizontalebene nach der
Kugelfliche mit der Stetigkeit oder Unstetigkeit derselben
verhalt.

Wir betrachten zunichst die beiden Functionen:

1

I= et
und:

o = (x + iy
Die erstere, nimlich £, ist aul der Horizontalebene mit Ausnahme
des Punctes O iiberall stetig, und besitzt auf der um O beschrie-
benen, unendlich fernen Kreislinie den Werth Null. Verpflanzt
man diese Function nach der Kugelfliche hin, so wird sie, wie
sich augenblicklich ergiebt, in dem Puncte O’, und aberhaupt
auf der ganzen Kugelfliche, mit alleiniger Ausnahme des Punctes
0, uberall stetig sein. :

Andererseits iiberzeugt man sich leicht daven, dass die Func-
tion @ bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche mit alleiniger
Ansnabme des Punctes 0 iberall stetig ist.

Von den beiden Functionen @ und f oder, was dasselbe ist,

von den beiden Functionen ¢ und %, besitzt also jede auf der
Kugelflaiche nur einen einzigen Unstetigkeitspunct, der von ¢ liegt
in 0, und der von ‘—; in 0. Die Function ¢ ist dempnach —

konnen . wir sagen — im Puncte 0’ unstetig, jedoch der Art
unstetig, dass wenigstens ihr reciprocer Werth, namlich der

Werth von % daselbst stetig bleibt. Zufolge der friher (S. 94)

festgesetzten Definition wird daher jener Unstetigkeitspunct, wel-
chen die Function ¢ in 0’ besitzt, ein Pol zu nennen sein.

In gleicher Weise ergiebt sich offenbar, dass der in O vor-
handene Unstetigkeitspunct von f ebenfalls ein Pol ist.

*) Unter dem Punct x -} iy = 00 ist derjenige Punct der Kugel-
fliche zu verstehen, welcher am tiefsten liegt (also in Fig. 28 der
Punct 0'). Die Bezeichnung dieses Punctes durch x 4 iy = 00O findet
ihre Rechtfertigung durch eine friiher (S.134) angestellte Betrachtung,
und wird im Folgenden fortwihrend in Anwendung gebracht werden.
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Somit sehen wir also, dass die Function ¢ auf der
Kugelflaiche mit Ausnahme eines einzigen in 0 liegen-
den Poles iiberall stetig ist, und dass andererseits die
Function £ auf jener Flache mit Ausnahme eines ¢in-
zigen in O befindlichen Poles aberall stetig bleibt.

Zu ganz dhnlichen Resultaten werden wir offenbar gelangen,
wemn wir irgend welche andere Function untersuchen, die von
x +iy auf rationale Weise abhingt. Betrachten wir z. B. die
Function :

f= (z4iy—c¢) (x+iy —¢)
ztiy—y
und betrachten wir gleichzeitig den reciprocen Werth dieser
Function :

l x4iy—y
= @tiy—o) @iy —c)
so ergiebt sich, falls wir die (lurch x4 iy=c, x4+ iy=1=2,
z +ty_—y auf der Kugelflache Destimmten Puncte kurzweg mit
¢, ¢, y bezeichnen, dass die Function f auf der Kugelfliche mit
Ausuiahme der Puncte 0’ und y iberall stetig ist, und dass an-

dererseits die Function % auf jener Fliche dberall stetig ist mit

Ausnahme der Puncte ¢ und ¢. Wo also £ unstetig ist, bleibt
1
7 Stetig. Daraus folgt, dass die Unstetigkeitspuncte von fPole sind.

Wir werden demmnach ganz allgemein folgenden Satz hinstel-
len knnen:

Eine rationale Function von x + iy wird jederzeit, bei
ihrer dusbreitung auf der Kugelfliche, daselbst iberall eindeutig,
und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch uberall slelig sein.

Iweiter Abschnitt. Einfihrung der Antipodenebene. Unter den
Verschiedenen Arten der rdumlichen Ausbreitung einer Function
wird die Ausbreitung auf der Kugelfiiche in den Vordergrund
gostellt; die Horizontal- und Antipodenebene sind nimlich als
Wei durch Umformung entstehende — iibrigens gleichberech-
tigte — Nebenformen der Kugelfiiche zu betrachten.

Durch die Ausbreitung der Werthe ciner Function auf
der Kugelflache erreichen wir offenbar den Vortheil, dass wir
sinmtliche Werthe jener Function in der Endlichkeit vor uns
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haben. Hingegen tritt der Nachtheil ein, dass wir dann als Trager
dieser Functionswerthe nicht mehr eine ebene, sondern eine
krumme Flache haben.

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, construiren wir neben
der schon vorhandenen Horizontalebene MN (Fig. 24), von welcher

Fig. 24..
o

w o Q¢ N
die Kugelflaiche im Puncte O beriihrt wird, noch eine zweite Hori-
zontalebene M’N’, welche mit jener Fliche im Puncte 0’ in Be-
rithrung steht. Zur leichteren Unterscheidung mag die Ebene M N
nach wie vor die Horizontalebene, die neue Ebene M’ N’ hin-
gegen die Antipodenebene genannt werden.

Wir konnten nun den geriigten Uebelstand augenblicklich
dadurch beseitigen, dass wir die auf der Kugelfliche ausgebrei-
teten Functionswerthe auf geradlinigen, vom Puncte O auslaufen-
den Bahnen nach jener Antipodenebene hiniibergleiten lassen.
Wollten wir solches thun, so wirden wir alsdann allerdings
simmtliche Werthe der betrachteten Function auf einer ebenen
Flache, aber auf einer Fliche vor uns haben, welche sich ins
Unendliche hinerstreckt. Wir wiirden also dann den in Rede
stehenden Uebelstand allerdings beseitigt haben, dafiir aber
wiirde derjenige Uebelstand, der zu Anfang mit der Ausbrei-
tung der Function auf der Horizontalebene verbunden war, wie-
derum zum Vorschein gekommen sein.

Um gleichzeitig beide Uebelstinde, sowohl den, welchen
diec Krummheit der Fliche, als auch den, welchen das Sich-
hinerstrecken der Fliche ins Unendliche mit sich bringt, zu
beseitigen, verfahren wir in folgender Weise:

Wir denken uns die Werthe der gerade betrachteten Func-
tion auf der Kugelfliche ausgebreitet. Diese Kugelfliche zerlegen
wir durch ihren Aequator in zwei Theile, in die obere und in
die untere Halbkugel. Und nunmebr projiciren wir alle auf der
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ob eren Halbkugel befindlichen Functionswerthe von dem Puncte 0’
(Fig. 25) auf die Horizontalebene, andererseits alle auf der
: Fig. 25.
.| 0 N

NUZAN
g
unteren Halbkugel vorhandenen Werthe von O aus auf die Anti-
podenebene.

Alsdanii werden simmtliche Werthe der Function ausge-
b‘reitet sein auf zwei ebenen und endlichen Flachensticken,
von denen das eine in der Horizontal-, das andere in der Anti-
podenebene liegt. Diese Flachenstiicke sind Kreisflichen, sind
beide von gleicher Grdsse, und haben ibre Mittelpuncte in 0 und
0’. Diejenigen Functionswerthe, welche bei der Kugel auf®dem
Aequator liegen, kommen bei diesen beiden Kreisflichen doppelt
vor. Es finden sich niamlich dieselben wieder sowohl auf dem
Rande der einen, als auch auf dem der andern Kreisfliche. Es
sind demnach die auf diesen beiden Rindern befindlichen Werthe
unter einander identisch.

Statt durch den Aequator, kénnen wir ibrigens die Kugel-
fliche auch durch irgend welche andere — durch eine beliebig
unregelmassige — Curve in zwei Theile zerlegen, von welchen
der eine den Punct O, der andere den Punct O in sich enthilt.
Projiciren wir namlich alsdann die Functionswerthe des ersteren
Theiles von O’ aus auf die Horizontal-, und die des letzteren von
Oaus auf die Antipodenebene, so werden wir dadurch wiederum
tice Ausbreitung sammtlicher Functionswerthe auf zwei ebe-
2¢n und endlichen Flachenstiicken erbalten. Nur werden diese
Flichenstiicke jetzt nicht kreisformig, sondern von irgend welcher
Unregelmassigen Gestalt sein. Wiederum aber werden die auf
len Rande des einen Flichenstiickes liegenden Werthe iden-
tisch mit denen sein, welche sich auf dem Rande des andern
befinden,

Durch Anwendung dieser Methode gelangen wir zu einer
Ausbreitung sammtlicher Werthe der Function auf zwei von
tinander getrennten elementaren Flachensticken; und wir sehen
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also, dass die friher gefundenen Sitze anwendbar sein werden
zur Untersuchung simmtlicher Werthe, welche die Function
iiberhaupt besitzt, d. h. zur Untersuchung einer Function in ihr em
ganzen Umfange.

Denken wir uns die Kugelfliche, die Horizontalebene M N
(Fig. 26) und die Antipodenebene M’ N’ als drei materielle Fla-

Fig. 26.
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chen, von welchen jede nach Belieben gebogen, gedehnt und
zusgmmengezogen werden kaon, so wird es offenbar maoglich
sein, die Horizontalebene durch geeignete Biegungen und Zusam-
menziehungen in die Kugelfliche umzuformen, und sodann die
Kugelfliche ihrerseits durch geeignete Biegungen und Dehnungen
umzuformen in die Antipodenebene. Wir wollen uns diese beiden
auf einander folgenden Umformungen in der Art bewerkstelligt
denken, dass bei der ersteren die einzelnen Puncte der Hori-
zontalebene auf geradlinigen nach O’ hingerichteten Bahnen fort-
gleiten, und dass andererseits bei der zweiten Umformung die
zur Kugelfliche gehorigen Puncte auf geradlinigen, von O aus-
strahlenden Bahnen sich fortbewegen; also der Art bewerkstelligt
denken, dass je drei zur Horizontalebene, zur Kugelfliche und
zur Antipodenebene gehorige Puncte, welche (Fig. 26) so wie
0, P, 0 zu einander liegen, nichts Anderes als drei verschiedene
Lagen ein und desselben Punctes vorstellen.

Bei dieser Vorstellungsart erscheinen die Horizontalebene,
die Kugelfliche und die Antipodenebene als unter einander iden-
tisch, namlich als verschiedenc Zustinde ein und derselben,
in ibrer Gestalt veranderlichen Fliche. Denken wir uns ferner
die gerade betrachtete Function zu Anfang auf der Horizontalehene
ausgebreitet, und denken wir uns die Werthe dieser Function
mit den einzelnen Puncten der Horizontalehene unléslich verbun-
den, so wird sich diese Ausbreitung der Function auf der
Horizontalebene, sobald wir dic Horizontalebene in der eben
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festgesetzten Art und Weise zuerst in dic Form der Kugelfliche
und sodann in die Form der Antipodenebene bringen, der Reihe
nach zuerst verwandeln in die Ausbreitung der Function
auf der Kugelfliche, und sodann in die Ausbreitung der-
selben auf der Antipodenebene.

Wir konnen bei der Iorizontalebene zwei Seiten unter-
scheiden, namlich die der Kugelfliche abgewendete, und die der-
selben zugewendete; die erstere mag (Fig. 27) mit a, die letztere

Fig. 217.
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mit b bezeichnet werden. Und ebenso mag auch bei der Antipo-
denebene die der Kugelfliche abgewendete Seite mit «’, die ihr
zugewendete mit b" bezeichnet werden. Endlich mag bei der Kugel-
fliche selber die Aussenseite @, und die Innenscite B heissen.

Wenn wir nun wiederum wie vorhin die Horizontalebene,
die Kugelfliche und die Antipodenebene als unter einander iden-
tisch, namlich als drei verschiedene Zustinde ein und dersel-
ben Fliche ansehen, so ergiebt sich, falls wir in Gedanken den
erdten Zustand in den zweiten, und diesen wieder in den dritten
ibergehen lassen, sofort, dass die Seiten a, @, «’ unter cinander
identisch, und dass andererseits die Seiten b, §, &’ ehenfalls unter
dinander identisch sind. Wollen wir also, was die Horizontalebene
I'll)el:mgl., bei unserer bisherigen Ausdrucksweise bleiben, nam-
lich ¢ gie obere, und b die untere Seite dieser Ebene nennen,
% miggen wir, falls wir uns keiner Discontinuitit schuldig machen
Wollen, bei der Kugelfliche « als die obere, g als die untere,
und bei der Antipodenebene o' als die obere, und ¥ als die
Wtere Seite bezeichnen.

Bei der Antipodenebene wird demnach — ebenso wie bei der
Horizontalebene — unter der oberen Seite die von der Kugelfliche
tbgewendete zu verstehen sein; und andererseits wird bei der
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Kugelfiiche selber unter der oberen Seite die Aussenseite zu
versiehen sein.

Sind die Werthe irgend welcher Function auf einer gegebe-
nen — ebenen oder krummen — Flache ausgebreitet, so ist es
far die Beurtheilung dieser Werthe durchaus nicht gleichgiltig,
ob wir dabei unsern Standpunct auf der einen, oder auf der an-
dern Seite der Fliche nehmen. Nun haben wir frither, wo wir
es immer nur mit der Horizontalebene zu thun hatten, unsern
Standpunct stets aul der oberen Seite dieser Ebene genommen.
Fir einen stetigen Fortgang unserer Untersuchungen wird es da-
her durchaus nothwendig sein, dass wir diesen Standpunct auf
der oberen Seite der Fliche bestandig beibehalten, dass wir
denselben auch dann beibehalten, wenn die Fliche im Verlaufe
unserer Untersuchung in irgend welchen andern Zustand, z. B.
in den der Kugelfliche oder in den der Antipodenebene ubergeht.
Oder mit andern Worten: Bei der urspriinglich gegebenen Hori-
zontalebene war unser Standpunct auf der Seite a; demgemass
wird, falls diese Ebene in die Kugelfliche, und sodann in die
Antipodenebene iibergeht, unser Standpunct nach einander zuerst
auf der Seite &, und sodann auf der Seite a” sein. Wir gelangen
somit zu folgendem Ausspruch:

Nehmen wir fur den Augenblick an, die Kugelflicke (Fig. 27)
wire ein Bild unserer Erdkugel, und unser Wohnort ‘auf der
Erdkugel wire in 0. Dann werden wir selber denjenigen Stand-
punct haben, welcher zur Beurtheilung der auf der Horizontal-
ebene ausgebreiteten Functionswerthe geboten ist.. Und gleichzeitig
werden unsere bei O’ wohnenden Aniipoden einen Standpunct
haben, wie er erforderlich ist zur Beurtheilung der auf der An-
tipodenebene ausgebreiteten Werthe.

Solches muss fiir die Zukunft unveranderlich fest gehal-
ten werden, und hierin liegt auch der Grund, weshalb die eine
Ebene von uns mit dem Namen Antipodenebene bezeichnet
worden ist.

Es wird nun erforderlich sein, in der Antipodenebene, ebenso
wie in der Horizontalebene, ein rechtwinkliges Achsen-
system festzusetzen.

Die beiden « Achsen konnen wir ganz beliebig wihlen.
Der Einfachheit wegen wollen wir dieselben parallel und von
- gleicher Richtung annehmen. Es seien (Fig. 27) 04 und 0’4
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digjenigen beiden Linien, in welchen die Ilorizontal- und die
Antipodenebene von der Ebene des Papieres, d. h. von einer
durch 00’ gehenden Verticalebene geschnitten werden; und es
mag 04 zur einen, 0’4 zur anderen x Achse genommen werden.
Was nun aber zweitens die Wahl der beiden y Achsen an-
belangt, so haben wir hier nicht mehr freie Hand. Zufolge einer
firaher (S. 72) getroffenen Festsetzung muss namlich die y Achse
zur x Achse jederzeit so liegen, dass der auf der oberen Seite
der Fliche im Anfangspunct Stehende und in der Richtung der
ac Achse Fortsehende die y Achse zur Linken hat. Bezeichnen
Wir also die beiden y Achsen mit OB und O’ B, so miissen wir,
falls wir in 0 stehen und nach 4 hinsehen, den Punct B zur
Linken haben. Desgleichen miissen unsere in O’ stehenden Anti-
Poden, falls sie nach 4 hinsehen, den Punct B zur Linken haben.
Daraus folgt, dass der Punct B hinter, der Punct B’ hingegen vor
der Ebene des Papieres liegt, dass mithin die beiden Achsen
OB und OB entgegengesetzte Richtungen haben.*)

Bezeichnet man also die Achsen in der Horizontal- und in der
Antipodenebene mit 04,0B und O'A, O' B, so haben 04, 0'4 gleiche
Richtung, hingegen OB, O'B entgegengesetzle Richtungen.

Es sei Q irgend ein Punct in der Horizontalebene; zugleich
Seien (Fig. 28) P und Q' diejenigen Lagen, welche jener Punct
Dach einander annimmt, so- Fig. 28.
bald sich die Horizontalebene- 0 Q
2uerst in die Kugelfliche, und /
S%odann in die Antipodenebene (

Verwandelt. ™~

Bezeichnen wir die recht- \
winkligen Coordinaten, welche
lieser Punct wahrend seiner o' Q¢ 4
trsten Lage Q in Bezug auf die in der Ilorizontalebene festge-

—

A

%) Es mag, was die hier festgesetzten Coordinatenachsen anbelangt,
Wch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht werden: Die Ebencn
04B wnd 0’4’ B sind (Fig. 27) zwei Tangentialebenen der Kugelfiiche.
Denkt man sich nun die eine von diesen beiden Tangentialebenen, z. B.
&is Ebene 048 beweglich, nimlich um die Kugelfliche herum dreh-

8r; so wird man durch eine geeignete Drchung dieser Ebene es im-
Uer dahin bringen konnen, dass gleichzeitig 04 mit 0'4’, und OB mit
B wmr Deckung gelangt.
Neumann, Abel’sche Integrale. 10
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setzten Achsen 04, OB besitzt, mit x, y, so werden die Kugel-
coordinaten, welche er walrend seiner zweiten Lage P besitzt,
zufolge unserer fritheren Festsetzung (S. 133) durch dieselben
Grossen x, y dargestellt sein. Anders verhalt es sich mit denje-
nigen Coordinaten, welche er wahrend seiner dritten Lage 0’
besitzt. Diese namlich sollen nach den in der Antipodenebene
angenommenen Achsen 0’4, O'B gemessen, und mit &', y  be-
zeichnet werden.

Wir wollen nun zunichst die Beziehungen untersuchen, in
welchen die Coordinaten «’, ¥’ zu den urspriinglichen Coordinaten
«, y stehen. Wir bezeichnen die Entfernung des Punctes Q von
O mit r, ebenso die Entfernung des Punctes Q' von 0’ mit #’,
Dann wird, wenn wir unter E cine durch r und r° gelegte Ver-
ticalebene verstehen,

_ax =r cos (E, 04), o =1 cos (E, 04),

y ==rcos (E, OB), y ==r'cos (E, O'B)
sein. Da nun die beiden Achsen 04, 04 gleiche Richtung
haben, die Achsen OB, O'B’ hingegen von entgegengesetzter
Richtung sind, so ist:

(E, 04) = (E, 04), (E, 0B) + (E, 0'B) = 180°.
Setzt man also:
(B, 04) =9, (E, O0B)=90"— ¢,

so wird: .
(B, 04)=¢9, (E OB)=90"+ o;
folglich:
x=rcosp, & ==r cosg,
y=rsing, y = — r sin .
Daraus ergiebt sich:
(1) x4 iy=re?, 4 iy =1r.e%.

Nun sind (Fig. 28) die beiden Dreiecke 00’0 und 00'¢/
dhnlich mit dem Dreieck 0 O'P, also auch unter einander ahnlich;
folglich

0Q _
00 — 00’
d. i - .
00.00 = 00.00';
oder weil nach unserer Festsetzung der Durchmesser- 00 gleich
1 ist, und 0Q, 0'Q° mit r, v bezeichnet worden sind:
r.r =1,
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Hierdorch verwandeln sich die Formeln (1) in

@ tiy=r.69 o+iy=1e"
Demnach wird:
3 (@ +1y) (@ + i) =1.

Der Punct Q0 war gleichnamig mit dem Punct P genannt wor-
den — deswegen, weil die Coordinaten des einen auch zugleich
die des andern sind. Bei dem Punct ' findet solches nicht statt;
doch sehen wir aus (3), dass .zwischen seinen Coordinaten und
zwischen denen von Q oder P wenigstens eine sehr einfache
Besichung stattfindet. Wir wollen den Punct 0’ den mit den
Puncten Q und P correspondirenden Punct nennen; und ge-
langen dann zu folgendem Satz:

_ Versteht man unter x,y die Coordinaten irgend eines Punctes
ouf der Kugelfliche, oder, was dasselbe ist, die Coordinalen des
gleichnamigen Punctes auf der Horizontalebene, und versicht
man ferner unter ', y' die Coordinaten des mit jenen beiden
Correspondirenden Punctes auf der Antipodenebene; so wird
wischen x, y und «’, y' jederzeit folgende einfache Beziehung
stattfinden : -

(@ + 1) (@ + i) = 1
Sondert man das Reelle vom Imagindiren, so lisst sich diese
Beziehung durch die beiden Gleichungen:
ax —yy =1,
{-’ry' + 2y = 0,
oder, was dasselbe ist, durch die beiden Gleichungen

I

¥=+a3p
==ty
darstellen,

Wir wollen nun fortan, was die raumliche Ausbreitung irgend
Welcher Function anbelangt, die Kugelfliche in den Vorder-
grund treten lassen, die Horizontalebene aber und die Anti-
Podenebene nur als Nebendinge, namlich als zwei unter ein-
ander gleichberechtigte Nebenformen jener Fliche betrachten, von
Welchen bald die eine, bald die andere benutzt werden kann, um
s bei unseren Untersuchungen behilflich zu sein.

10#
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Demgemass wird es zweckmissig sein, die Puncte der Kugel-
fliche mit x, y, ferner die zur Horizontal- und Antipodenebene
gehorigen Puncte mit 29 »° und &, ' zu bezeichnen. Dabei
werden unter z, y die zu Anfang (S. 133) definirten Kugelcoor-
dinaten, und andererseits unter z%; y° und «, y' diejenigen
Coordinaten zu verstehen sein, welche respective in Bezug auf
die in der Horizontalfliche festgesetzten Achsen 04, OB, und in
Bezug auf die in der Antipcdenebene festgesetzten Achsen O’A' (19:4
(S. 145) gemessen sind. .

Ist x, y irgend ein Punct auf der Kugelﬂache, so werden
dic mit ihm correspondirenden Puncte a2, y° und , y
auf der Horizontal- und Antipodenebene jederzeit diejenigen sein,
welche durch die Gleichungen

0 + i = x + iy,

’ .’ 1
x + iy =w+iy

bestimmt sind.

Denken wir uns auf der Kugelfliche irgend welche von
« 4 iy abhingende Function f (x + iy) ausgebreitet, so wird der
dabei auf den Punct x, y fallende Werth in drei verschiedenen
Gestalten darstellbar sein, zunichst namlich darstellbar sein durch:

flx+iy),

sodann aber, weil = + iy gleich a2 4 i4° und gleich ;,_'l_—iyr ist,

auch darstellbar sein durch:

f @ + 40,

(49)

Von diesen drei Ausdricken, welche simmtlich ein und
denselben Werth, nur in verschiedener Gestalt, darstellen, wird
der erste den Vorzug verdienen, so lange wir bei der Kugel-
fliche bleiben; weil derselbe unmittelbar die Beziehung angiebt,
in welcher jener Werth zu den Coordinaten des auf der Kugel-
flaiche befindlichen Punctes x, y steht.

Verpflanzen wir die Function nach der Horizontalebene
hin, so wird der durch die drei Ausdriicke dargestellte Werth
auf den Punct «', 3 fallen. Und alsdann wird, aus dhnlichem
Grunde wie vorhin, der zweite den Vorzug verdienen.

und durch:
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Denken wir uns endlich die gegebene Function von der Kugel-
fliche nach der Antipodenebene hin verpflanzt, so wird der durch
die drei Ausdriicke dargestellte Werth auf den Punct &/, y fallen.
Und alsdann wird, wieder aus ahnlichem Grund wie friher, der
dritte Ausdruck vorzuziehen sein. Wir gelangen demnach zu
folgendem Satz:

Verpflanzt man eine beliebig gegebene, auf der Kugelflicheo
ausgebreitete Function [ (x + iy) nach der Horizontalebene hin,
so wird auf jeden zu dieser Ebene gehérigen Punct x°, y° ein
Werth fallen, welcher durch

f @+ i)
dargestellt ist. Und verpflanzt man andererseils jene Function

nack der Antipodenebene hin, so wird auf jeden zur Antipoden-
ebene gehirigen Punct &', y' ein Werth fallen, welcher durch

1
f (a: + iy )

ausgedriickt ist. Ebenso mwie also die Function wihrend ihrer
urspriinglichen Ausbreitung auf der Kugelfliche nicht von x und y,
sondern nur von dem einen Argumenle x 4 iy abhingig ist,
ebenso wird dieselbe nach ihrer Verpflanzung auf die Horizontal-
ebene nicht von x° und y°, sondern nur von dem einen Arqumente
% 4 iy® abhingen; und ebenso wird sie andererseils, falls man
ihre Werthe nach der Antipodenebene hin verpflanzt, nicht von x’
und y, sendern wieder nur von dem einen Arqumente & + iy
abhangig sein.

Dritter Abschnitt. Eine von « 4 iy abhingende Function,
welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche iiberall ein-
deutig und stetig ist, wird jederzeit eine Constante sein.

Wir wollen uns auf der Kugelfliche eine von = + iy ab-
hingende Function f(x + iy) ausgebreitet denken, welche da-
selbst rundum iiberall eindeutig und stetig ist, und néher
untersuchen, von welcher Beschaffenheit diese Function alsdann
sein wird. Durch Sonderung des Reellen und Imaginiren mag
sich der Werth der Function in i

f=1U+ iV
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verwandeln, so dass also jedem Punct der Kugelfliche ein ge-
wisser Werth von U, und ein gewisser Werth von. ¥ zugehort.
Wir zerlegen die Kugelfliche durch irgend welchen Horizon-
talkreis w» in zwei Calotten A° und A’, von welchen die erstere
den Punct 0 (Fig. 29), die letztere den Punct 0 in sich enthalten

Fig. 29.

mag, und verpflanzen sodann die auf A° befindlichen Functions-
werthe nach der Horizontalebene, die aufl U’ befindlichen
hingegen nach der Antipodenebene. Dadurch sind dann
simmtliche Werthe unserer Function f ausgebreitet auf zwei
von einander getrennten elementaren Flichensticken, nimlich
auf zwei Kreisflichen m®n und m'n’, von welchen die eine —
sie mag q° heissen — auf der Horizontalebene, die andere —
sie mag o’ genannt werden — auf der Antipodenebene liegt.

Die auf der Kreisfliche a® ausgebreiteten Werthe von f oder
U 4 iV werden, falls wir die Coordinaten der zu dieser Fliche
gehorigen Puncte mit « y° bezeichnen, nicht von z° und g?,
sondern nur von dem einen Argumente z° 4 iy abhingen.
Ausserdem werden diese Werthe, ebenso wie friher auf der Ca-
lotte A9, ebenso auch gegenwirtig auf der Kreisfliche a® iberall
eindeutig und stetig sein. Demnach konnen wir auf dieselben
sofort einen frither (S. 128) gefundenen Satz in Anwendung brin-
gen und erhalten folgende Formel:

o Sf{GE) G = foan

in welcher das Integral links idiber die Fliche, und das Inte-
gral rechts in positiver Richtung iiber den Rand von a° hin-
erstreckt ist. .

In gleicher Weise ergiebt sich, was die auf der Kreisfliche
a’ ausgebreiteten Werthe von f oder U 4 iV anbelangt, wenn
man die Coordinaten der zu dieser Fliche gehérigen Puncte mit
&', y bezeichnet, die Formel:
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0 SfGEew—

a a
wo wieder das Integral links iber die Fliche, und das Integral
rechts in positiver Richtung iber den Rand von q  hiner-
streckt ist.

Es wird nun zuvérderst nothig sein, dass wir die Randcur-
ven von a°, @', und ebenso auch die von A°, A’ niher unter-
suchen, namentlich néthig sein, dass wir uns von den positiven
Richtungen dieser Randcurven eine klare Anschauung ver-
schaffen.

Um bei irgend einem Flichensticke die Richtung, d. h.
die positive Richtung der Randcurve zu ermitteln, muss man
— so lautet unsre Regel (Seite T1) — auf der oberen Seite des
Flachenstiickes, lings seiner Randcurve hin fortschreiten und da-
bei diejenige Richtung wahlen, bei welcher man das Flichenstiick
selber bestindig zur Linken hat. Wendet man diese Regel auf
die vier Fliachensticke a°, a” und A% A’ an, und beachtet man,
dass die oberen Seiten der beiden ersten die der Kugel abgewen-
deten Seiten sind, ferner, dass die oberen Seiten der beiden
letzteren durch die Aussenseite der Kugelfliche dargestellt wer-
den*), so ergeben sich unmittelbar folgende Bemerkungen:

Erstens. Die Randcurven der Calotten %° und U’ sind beide
durch ein und dieselbe Linie, nimlich durch die um die Kugel-
fliche herumlaufende Kreisliniec uv dargestellt; je nachdem wir
aber die eine oder die andere von diesen beiden Calotten in
positiver Richtung umlaufen wollen, missen wir auf der Curve pv
entweder in der einen, oder in der entgegengesetzten Rich-
tung fortschreiten.

Zweitens. Denkt man sich in O einen leuchtenden
Punct, so wird, wahrend wir um die Calotte 9° in positiver Rich-
tung herumlaufen, gleichzeitig unser auf die Horizontalebene ge-
worfener Schatten in positiver Richtung um die Kreisfliche a®
herumwandern.

Drittens. Denkt man sich in O einen leuchtenden
Punct, so wird, wahrend wir um die Calotte %’ in positiver Rich-

*) Dass solches der Fall ist, folgt unmittelbar aus unseren fritheren
Betrachtungen (Seite 143 u. 144). - .



152 Vierte Vorlesung.

tung herumlaufen, gleichzeitig unser auf die Antipodenebene ge-
worfener Schatten in positiver Richtung um die Kreisfliche q
herumwandern.

Sind £,; fy, fss - - - die langs der Kreislinie uv aufeinander
folgenden Werthe unserer Function, so werden die am Rande der
‘Kreisflache q°, und ebenso auch die am Rande der Kreisfliche a’
aufeinander’ folgenden Werthe gleichfalls durch £, £,, 75, - . . dar-
gestellt sein. Wir wollen annehmen, die Reihenfolge £, f,, f3, .-
reprasentire eine positive Umlaufung der Kugelcalotte %A°, d. h.
die Werthe f,, f,, fs, - . - waren in solcher Art geordnet, wie
man denselben bei einer positiven Umlaufung jener Calotte be-
gegnet. Alsdann wird durch jene Reihenfolge in Bezug auf die
andere Calotte %’ eine negative Umlaufung dargestellt werden;
wie sich solches aus der ersten Bemerkung sofort ergiebt. Achtet
man nun ferner auf die zweite und dritte Bemerkung, so er-
giebt sich, dass die in Rede stehenden Werthe £, f,, fs, . . . nicht
nur um die Calotte A°, sondern auch um die Kreisfliche a° in
positiver Richtung herumlaufen; und dass dieselben anderer-
seits um A’ und o’ in negativer Richtung herumlaufen. Hier-
aus aber folgt, wenn wir die Werthe £, f,, f; . .. mit U, + i F,,
U, + iV,, Us + iV, . ... bezeichnen, dass die Summe

U (Pa— V) + Uy (Vy— V) Uy (V,— P+ .....
gleichzeitig das in positiver Richltung um o, und das in nega-
tiver Richtung um o’ herumlaufende lntegral‘f Ud V¥ darstellt; oder

mit andern Worten, dass jene Summe gleichzeitig den Werth von

4 Judv,
2a0
und den von

— JUav

’

a
reprasentirl. Demnach sind die Werthe von

fUd V und Udv
ao

’

[
unter einander entgegengesetzt.
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Und nunmebr ergiebt sich durch Addition der beiden For-
meln (1) und (2)

o UG+ G oo + [ 1)+

il oUv oU oU oU

02° 93’ 0’ Oy
Grossen sind, eine aus unendlich vielen, und aus lauter posi-
liven Gliedern zusammengesetzte Summe, und kann daher nur
dann verschwinden, wenn alle diese Glieder einzeln genommen
Null sind, d. h. nur dann verschwinden, wenn erstens alle unter

dem Integral '/ f befindlichen Grossen g;/o’ Z,I,lo' und g,lelchzm-

2‘d a'dy’=0.

Der Ausdruck links ist, wei lauter reelle

lig auch alle unter dem Integral f J vorhandenen Grossen g—(;/ g—v

Null sind. Somit folgt aus der vorstehemlen Gleichung (3), dass

die Werthe von g”o, g P innerhalb a° iiberall Null sind, und dass

andrerseits die Werthe von g—:,, —21—7 innerhalb " cbenfalls allent-
halben Null sind. Demnach muss die Function U selber auf a°
einen constanten Werth besitzen, etwa — K sein, und auf o
ebenfalls einen constanten Werth haben, etwa = K sein.

Wiren die Constanten X und K’ von einander vcrschieden,

S0 wiirden die auf der Kugelfliche ausgebreiteten Werthe unserer
Function f= U4 iV unstetig sein; denn liangs der Kreislinie
kv hin wirden alsdann von beiden Seiten verschiedene Werthe
Yon g, mithin auch verschiedene Werthe von £ an einander grenzen.
Z_“folge der gemachten Voraussetzung ist nun aber unsere Func-
Hon £ bei ihrer Ausbreitung um die Kugelfliche herum iberall
Stetig; und es miissen daher jene beiden Constanten X° und K’
. inter einander gleich sein.

Daraus folgt, dass der reelle Theil U unserer Function auf
der Kugelfliche allenthalben gleich ein und derselben Constanten
Sein muss. Nun ist, weil f= U 4 i ¥ eine von x <+ iy ab-
Yangende Function vorstell, zufolge eines fritheren Satzes (Seite 78):

ov _ov
dx ~ 0y’
ov 3”

oy =" 2z’
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folglich, weil U constant ist:

oV
0_%,
ov
O—W'

Hieraus aber ergiebt sich, dass » ebenfalls auf der Kugelfliche
allenthalben constant sein muss. Somit gelangen wir zu folgen-
dem Satz: :

Ist eine von x + iy abhingende Function bei ihrer Ausbrei-
tung auf der Kugelfliche tberall eindeutig und stetig, so
ist sie eine Constante.

Vierter Abschnitt. Eine von « + iy abhingende Function,
welche bei ihrer Ausbreitnng auf der Kugelfliche iiberall ein-
deutig und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch iiberall
stetig ist, wird jederzeit eine rationale Function
von x + iy sein.

Wir wollen uns nunmehr zur Untersuchung von Functionen
wenden, welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfliche nicht
@berall stetig, sondern daselbst nur mit Ausnahme einzel-
ner Pole stetig sind.

Es sei f= f(x + iy) eine Function, welche bei ihrer Aus-
breitung auf der Kugelfliche in irgend einem Puncte dieser Fliche
— er mag P genannt werden — einen Pol besitzt (Fig. 30).
Diese Function wird alsdann (vergl. S. 94) im Puncte P unstetig,

jedoch der Art unstetig sein, dass ihr reciprocer Werth 1 im

!
Bereiche jenes Punctes stetig bleibt. )

Fig. 80. Verpflanzen wir nun die
o0 r Function von der Kugelfliche
- \ / ) nach der Horizontalebene hin,
P und bezeichnen wir denjeni-
_ gen Punct dieser Ebene, wel-
) \ cher zu P in Correspondenz
S U steht, oder mit P gleichna-

mig ist, mit P°, so wer-
den die im Bereich des Punctes P hefindlichen Werthe von f
1

F gegenwirtig auf das Bereich des Punctes P° zu liegen

und von
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ko> men. Und bei dieser Verpflanzung werden offenbar die Werthe

[ ihre Unstetigkeit, und die Werthe % ihre Stetigkeit ungeandert

bei b» ehalten.

Somit wird also die Function f bei ihrer Ausbreitung auf
der  Horizontalebene im Bereiche des Punctes P* unstetig, jedoch
der-  Art unstetig sein, dass wenigstens ihr reciprocer Werth
7 aselbst stetig bleibt. D. h. sie wird im Puncte P einen Pol
besi € zen.

Aehnliches wiirde sich offenbar auch dann herausgestellt haben,
werama wir die Function von der Kugelfliche nicht nach der
Hox-izontal-, sondern nach der Antipodenebene verpflanzt hatten.
Der-  in P liegende Pol wird sich namlich in diesem Falle nach
der  Antipodenebene hin verpflanzen, und zwar wiederum nach
denrn jenigen Puncte P’ dieser Ebene hin, welcher mit P in Cor-
respondenz steht.

Die Pole, mit welchen eine auf der Kugelfliche ausgebrei-
tele  Function etwa behaftet ist, werden also, falls man die Func-
tiora  pach der Horizontal- oder nach der Antipodencbene hin ver-
Plex2azt, nach wie vor Pole bleiben: werden nimlich, sobald jene
Ve"pﬂanzqng ausgefithrt wird, in den correspondirenden Puncten
der  einen oder andern Ebene, wiederum als Pole, zu Tage treten.

Es sei f eine von £ + iy abhingende Funclion, welche bei
ihrer Ausbreitung auf der Kugelflache iiberall eindeutig und mit
Ausmnahme eines einzigen in O liegenden Poles daselbst auch
uberall stetig ist.

Wir zerlegen die Kugelflache durch
einen beliebigen Horizontalkreis uvin zwei
Calotten % und A, von welchen letztere /
den Punct 0’ (Fig. 31) in sich enthalten

soll. Sodann nehmen wir die Antipo-

Fig. 81.
0

denebene, von welcher die Calotte '  pYi 4
im Puncte 0’ berithrt wird, zu Hilfe, \4 AN
utd denken uns jene Ebene belastet mit %’ 0 n’

gewissen Functionswerthen. Diese Werthe — sie mdgen mit ¢
bezeichnet werden — sollen identisch mit denjenigen sein, welche
aul die Antipodenebene fallen wirden, wenn man die auf der
Calotte 9(* vorhandenen Werthe f nach" jener Ebene (von O aus)
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projiciren wollte. Es werden demnach die Werthe @ nur einen
Theil der Antipodenebene, namlich nur eine gewisse Kreis-
flaiche m’ n bedecken, welche ihren Mittelpunct in O hat und
mit o' bezeichuet werden mag. Und zwar wird jeder zu dieser
Kreisfliche gehérige Punct «', y' mit einem Werthe ¢ belastet
sein, der identisch mit demjenigen Werthe f ist, welchen der
correspondirende Punct x, y der Kugelfliche zu tragen hat.

Ebenso wie die Werthe f auf der Calotte 9’ iberall eindeu-
tig, und mit Ausnahme eines in O’ liegenden Poles dberall stetig
sind, ehenso werden auch die Werthe ‘9 auf der Kreisfliche o
iiberall eindeutig und mit Ausnahme eines in 0 liegenden Poles
iiberall stetig sein. Und da ferner die Werthe f nicht von x
und y, sondern nur von dem cinen Argumente x + iy ab-
hangen, so werden die. auf der Kreisfliche a’ vorhandenen Werthe
¢ ebenfalls nicht von «" und y, sondern nur von dem einen
Argumente x’ + iy’ abhingig sein (S. 149).

Wir konnen demnach auf die zur Elementarfliche o’ gehéri-
gen. Puncte a’, y* und auf die in diesen Puncten vorhandenen
Werthe @ sofort einen friher (S. 122) gefundenen Satz in An-
wendung bringen, und erhalten dann fir jene Werthe folgende
Entwickelung: )

(1) ¢=A+B(w'+iy')'+ C@+iyy+....

(@ +iy)r !
wo 4, B, C ... irgend welche Constanten vorstellen, und » eine
endliche positive ganze Zahl bedeutet. Wir konnen diese Ent-
wickelung offenbar auch so darstellen: ‘

4 B ’ P

@ e=wFwr teror— t tryy t
+ 04+ R +iy)+ SE+iy)2+.....

wo P, O, R, S,...ebenso wie 4, B, C, .. .irgend welche con-
stante Coefficienten vorstellen. Diese Entwickelung wird conver-
gent und giltig sein innerhalb der ganzen Kreisfliche o', nam-
lich fir jeden Punct 2/, y dieser Fliche den zugehorigen Werth
von ¢ liefern. ‘ '

Sind nun «, ¥’ und x, y irgend zwei unter einander corre-
spondirende Puncte, und sind ¢ und f die von diesen Puncten
getragenen Functionswerthe, so ist jederzeit
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1
z 4+ iy

:t'+iy'= M
und
¢ =f.

Somit ergiebt‘ sich aus der in (2) gefundenen Entwickelung sofort:
B f=dxz+iy*+ Bx+iyy* ' +._.+ Plx + iy) +
R N
o+ (z + iy + (x4 iy)® MEEEEE

Und diese Formel wird.— ebenso wie die Formel (2) fir
simmtliche auf der Kreisfliche a’ vorhandenen Werthe ¢ giltig
ist — ihrerseits giltig sein fir alle aufder Calotte A’
vorhandenen Werthe von f.

Da nun (vergl. S. 138)

1 1 1
z+iy’ (@+iy)® (@4 iy 7

Functionen sind, welche auf der Calotte %’ iiberall eindeutig und
stetig sind, so ergiebt sich aus (3) sofort, dass der Ausdruck
@ f—{d@+iy)" + Blx+ iy + .... + Pz + iy)}
auf jener Calotte A ebenfalls @berall eindeutig und
stetig bleibt.

Gleiches gilt aber von diesem Ausdruck (4) auch
~auf der andern Calotte; denn f selber ist der gemachten Vor-
aussetzung zufolge auf N° iiberall eindeutig und stetig, und die
Functionen

@+ iy @iy~ ... (= + iy
sind es ebenfalls. (Vergl. S. 138.)

Wir seben demnach, dass der Ausdruck (4) auf der ganzen
Kugelfliche iuberall eindeutig und stetig bleibt. Und daraus folgt,
mit Rickblick auf den zuletzt gefundenen Satz, dass er einen
iiberall constanten Werth besitzen muss. Bezeichnen wir die-
sen mit A, so haben wir also schliesslich:

f— {4(x+iy)*+ Blx + iy)~"' + ... + Plx + iy)} =K,
oder was dasselbe ist:
f=Ax+ iy + Bl +iy)"'+....+ Plz + iy + K
Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Eine von x 4 iy abhingende Function, welche bei ihrer Aus-

breitung auf der Kugelfliche uberall eindeutig, und mit Ausnakme
eines einzigen bei x + iy = oo liegenden Poles daselbst auch iber-
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all stetig ist, wird jederzeit eine ganze rationale Function von
x 4 iy sein.

Wir gehen nun iber zu der allgemeinsten Unt.ers‘uchung,
welche sich hier darbietet, namlich zur Untersuchung einer Func-
tion f= f(x + iy), welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugel-
fliche eindeutig, und mit Ausnahme irgend welcher beliebig
gelegener Pole daselbst auch iiberall stetig ist.

Wiederum mag die Kugelfliche durch einen Horizontalschnitt
uv in zwei Calotten ° und A’ zerlegt werden; und zwar mag jener
Schnitt dem Puncte O’ (Fig. 32) so nahe liegend gedacht werden,
dass von saimmtlichen auf der Kugelfliche gegebenen Polen kein
einziger auf der Calotte A’ liegt; es sei denn, dass O selber

Fig. 32. einer von den gegebenen
m' [{) u*_ Polen ist; in diesem Falle

RN N / mag jener Schnitt uv so
\‘- / /7
N

| gefihrt werden, dass O

)

) SER——— wenigstens der einzige
\\ Pol ist, welcher auf ¥ sick

vorfindet. Die auf %° vor-
o handenen Pole mogen mit

xtiy=c¢, xt+iy=cy, ..... x 4 iy = cx bezeichnet

werden. .

Wir nehmen nun gewisse Functionswerthe zu Hiilfe, die wir
uns auf der Horizontalebene ausgebreitet denken. Diese Werthe
— sie mdgen ¢ heissen — sollen identisch sein mit denjeni-
gen, welche auf die Horizontalebene fallen wirden, wenn man die
auf der Calotte ° vorhandenen Werthe f (von O’ aus) nach
jener Ebene hin projiciren wollte. Die Werthe ¢ werden auf
der Horizontalebene eine gewisse Kreisfliche m® n® bedecken, .
welche ihren Mittelpunct in O hat, und mit a® bezefchnet wer-
den mag; und zwar wird jeder Punct z°, y° dieser Kreisfliche
mit einem Werthe ¢ belastet sein, welcher identisch ist mit dem-
jenigen Werthe 7, der sich in dem correspondirenden Puncte
x, y der Calotte A° befindet.

Die auf der Calotte %° befindlichen Werthe von £ hangen nicht
von x und y, sondern nur von dem einen Argumente x <4 iy ab,
und sind ausserdem auf jener Calotte iiberall eindeutig, und mit
Auspahme derinx + iy =c¢,, a + iy=1c,, ... 2 + iy=¢e,
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liegenden Pole daselbst auch iiberall stetig. Analoges wird demnach
von den auf der Kreisfliche a° befindlichen Werthen ¢ gelten. Diese
Werthe werden nicht von a® und y°, sondern nur von dem einen

Argument 2° + iy? abhingig sein; und sie werden ferner mit Aus-
nahe von gewissen x Polen auf ibrer Kreisflaiche iberall stetig

sein. Jene x Pole werden in denjenigen Puncten liegen, welche
mit denPuncten x + iy=c¢;, x + iy=c¢,, ... & + iy=1cx
Correspondiren, werden also liegen in den Puncten «° + iy’ =¢,,
x® 4P =, .... 2 Fiy =c,.

Wir konnen demnach auf die Kreisfliche a° und auf die
daselbst befindlichen Werthe ¢ sofort einen frither (Seite 122)
g<efundenen Satz in Anwendung bringen und erhalten alsdann
fQanx Jene Werthe folgende Darstellung:
.S 9= 0+ R(=+iy") + S(@+ iy)* +T (2 + i) + :

@ — )M @i — )™ (& 4 iy" —ex)"x

Wo ¢, R, S, T, ... irgend welche Constanten vorstellen, und
"1_ > @y, ... n, irgend welche positive ganze Zahlen bedeuten.
Wese Darstellung lasst sich sofort aibertragen auf die auf der Ca-

lc::’-te N° vorhandenen Werthe f. Fir je zwei auf der Kreisfliche
x und auf der Calotte A° mit einander correspondirende Puncte
> 2° und x,y, und fir die: von diesen Puncten getragenen

Fuanctionswerthe @ und £ gelten nimlich folgende Formeln:
a4+ iP =a + iy,
o=
Somi ergiebt sich aus (1): :

() ,_2+Re+in+Se+i)+ Tatin'+ _
@+iy—e)™ . @+ iy—e)™ ... (x+iy— o)

nd diese Darstellung (2) wird — ebenso wie (1) fiar sammt-

Ei(’he auf der Kreisfliche a® vorhandenen Werthe ¢ giltig ist —
rerseits giltig sein fir alle auf der Calotte A° vor-

......

Andenen Werthe von f.

Da nun
(4 iy, @E+iy: @+iyd....

l'\“ll(:tionen sind, die auf der Calotte % iberall eindeutig und
Stetig bleiben, so ergiebt sich aus der eben gefundenen Darstellung
2) sofort, dass das Product:

@®) (zfiy—c,)’".(a:+iy——c.2)"’....(w-i-iy—c,)"".f
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auf jener Calotte 9° ebenfalls allenthalben eindeutig
und stetig ist.

Wir wollen nun weiter untersuchen, wie es sich mit diesem
Producte (3) in der andern Calotte verhalt. Die gegebene
Function f ist zufolge der @ber sie gemachten Voraussetzung und
zufolge der Art und Weise, wie die Calotten A° und-U° festge-
setzt wurden, auf der Calotte A’ iberall eindeutig und, mit
etwaiger Ausnahme eines in O’ liegenden Poles, daselbst auch
dberall stetig. Ganz ebenso verhalt es sich aber (wie leicht zu
iibersehen ist, vergl. S. 138 u. '139) auf jener Calotte A’ auch
mil den Functionen:

(@4 iy—c)™, (x4iy—cy)™ ... (& +iy— ce)"™

Daraus folgt, dass ganz Analoges auch von dem in (3) angege-
benen Product gelten muss, dass nimlich jenes Product eine
Function ist, welche auf der Calotte W iberall eindeu-
tig und, mit etwaiger Ausnahme eines in 0’ gelegenen
Poles, daselbst auch iberall stetig bleibt.

Nehmen wir also beide Calotten %° und A’ zusammen, so
sehen wir, dass das in Rede stehende Product

(4 iy —c)" . (@+iy—e)"..... (x4 iy —ce)™ . f

“auf der ganzen Kugelfliche aberall eindeutig, und, mit etwaiger
Ausnahme eines bei O vorhandenen Poles, auch uberall stetig
ist. Befindet sich bei 0’ wirklich ein solcher Pol, so wird
dasselbe (zufolge des vdrhergehenden Satzes, S. 157) eine ganze
rationale Function von & 4 iy sein; befindet sich hingegen in
0 kein Pol, so wird es (zufolge des Satzes Seite 154) eine
Constante sein. '

Im ersten Fall haben wir als¢:
(@4iy—ec)" . (@4+iy—c)”....(x+iy—c)™.f=
=Ad+ Bz +iy) + Cla+iy)>+ ...+ Glx 4 iy)":.

im letztern:

(@4iy—e) . (xH+iy—e)™..... (x+iy;c,)f". —A,
wo n irgend welche positive ganze Zahl ist, und wo 4, B, C, .... €
irgend welche Constanten vorstellen.

Diese Formeln lassen sich auch so darstellen:
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f=A+B(w+iy)+ Clatiy)t4....+G@+tiy”
(@4 iy — )"t . (@4iy—c)" ... (x + iy—c)™’
f= - :
(@ +iy—e)t . (@Fiy—ec)™ .... (@+ iy —ec)"*
und liefern also folgenden Satz: ‘

Eine von x 4 iy abhingende Function, welche bei ihrer Aus-
breitung auf der Kugelfliche iwberall eindeutig und mit Ausnakme
einzelner Pole iberall stelig ist, wird jederzeil eine rationale
Function von x 4 iy sein.

Neumann, Abel'sche Integrale. 11
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Einfihrung der Riemann’schen ebenen Flichen
und der Riemann’schen Kugelflichen.

Erster Abschnitt. Definition der Windungsflichen. Zwei Fli-
chentheile, welche einander in einer Linie durchsetzen, sind
als Flichentheile zu betrachten, zwischen welchen lings
jener Linie hin kein Zuhammenhang stattfindet.

Ein Strahl, welcher von einem festen Puncte C ausgeht, um
€ drehbar ist, und nun lings irgend einer im Raume gegebenen
Leitcurve fortgleitet, wird einen Kegelmantel beschreiben. Ist die
Leitcurve eine in sich zuriicklaufende, so wird gleiches auch gel-
ten von jenem Kegelmantel.

Befindet sich die Leitcurve auf einer um den Punct C mit
dem Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige
Oberflachentheil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve um-
schlossen wird, die Oeffnung des Kegelmantels.

Wir wollen uns nun auf der um C beschriebenen Kugel eine
Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, nam-
lich annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der
Fall ist, durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausfiih-
rung einer Wendung sich selber durchschneidet, und welcher
sodann nach Ausfiabrung einer zweiten, entgegengesetzten Wen-
dung in seinen Anfang zuriickliuft. Der Punct, in welchem die
Curve sich selber durchschneidet, mag der Doppelpunct der
Curve genannt und mit D bezeichnet werden.

Lassen wir den von C ausgehenden Strahl dem Zuge dieser
Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel,
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ahnlich wie jene Curve selber, zuerst nach Ausfibrung einer

Wendung (in der Linie CD) sich selber durchsetzen, und sodann
nach Ausfilhrung einer zweilen, entgegengesetzten Wendung in
seinen Anfang zuriicklaufen. Es wird demnach diéser Kegelman-
tel zwei Oeffnungen besitzen, von welchen die eine dem unteren,
die andere dem oberen Theile der 8 entspricht.

Wir haben hier eine Flache vor uns, welche in einer ge-
wissen Linie sich selber durchsetzt. Mit Flachen solcher Art
werden wir in Zukunft haufig zu thun haben; und es wird daher
gut sein, wenn wir uns, hier zu Anfang, sogleich mit einer ge-
wissen Grundvorstellung bekannt machen, welche — wie ge-
zwungen sie im ersten Augenblick vielleicht auch erscheinen mag
— bei jenen Flachen in Zukunft bestindig festgehalten werden
muss.

Wir setzen ndimlich ein fur allemal fest, dass zwischen zwei
Fléchentheilen, welche einander in irgend einer Linie durchsetzen, .
lings dieser Linie hin kein Zusammenhang, also auch
keine Nachbarschaft slatifinden soll.

Denkt man sich z. B. im Raume zwei gleich grosse Kreis-
flachen, welche einander lings eines Durchmessers durchsetzen

“und unter irgend welchem Winkel gegen cinander geneigt sind,
SO0 werden diese beiden Kreisflichen als zwei von einander véllig
getrennte Flachensticke anzusehen sein; namlich als zwei Flachen-
sticke anzusehen sein, welche unabhingig von einander ihre Lage
im Raume andern kounen, mithin an beliebige und beliebig weit
von einander entfernte Stellen des Raumes versetzt werden konnen.

Sobald von einem Puncle die Rede ist, welcher auf einer
g¢8ebenen Fliche fortgeht, oder fortschreitet, oder fort-

laufy » 80 versteht man darunter bekanntlich jederzeit einen Punct,

welcher seine Lage auf der Flache stetig andert, also einen
P‘“‘ct, der von jedweder Stelle der Fliche immer nur zu einer
benachbarten Stelle sich fortbewegt. Die aufeinander folgen-
den Lagen eines solchen Punctes werden demnach in ihrer Ge-
Simmtheit eine Curve bilden, welche ans lauter zusammen-
llilllgenden Puncten der Flache besteht.

Zwei Flachentheile konnen als zwei Systeme von Punc-
ten angesehen werden; die Puncte des einen Systems sind alle
Unler eipander zusammenhangend, ebenso auch die des andern.
Durchsetzen aber die béiden Flichentheile einander, so findet

11*
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— nach der von uns angenommenen Vorstellung — zwischen den
Puncten des einen und denen des andern Systems langs der Durch-
setzungslinie kein Zusammenhang statt.

Der auf einer gegebenen Fliche fortlaufende Punct wird
daher, weil seine Bahn aus lauter zusammenhiangenden
Puncten bestehen muss, sobald er auf seinem Wege zu einer
Linie gelangt, in welcher der Flachentheil, auf dem er sich gerade
befindet, von einem andern Flachentheile durchsetzt wird, nie-
mals in diesen andern Flichentheil hiniibergehen konnen. Oder
mit andern Worten:

Bei einer Linie, in welcher zwei Theile einer Fliche ginan-
der durchsetzen, ist die Bewegung eines auf der Fliche fortlau-
fenden Punctes nothwendig immer der Art, als wdre der eine von
diesen beiden Fldchentheilen gar nicht vorkanden.

Wir haben friher, um die Werthe irgend einer Function__
raumlich auszubreiten, bald eine ebene Flache, bald eine Kugel—
flache benutzt. Unter Umstinden wird es zweckmissig sein,
zu diesem Behuf irgend welche andere Flichen in Anwendungs
zu bringen. Jeder Punct der gerade gewahlten Fliche wird als-
dann der Trager eines gewissen Functionswerthes werden. Trifft
es sich, dass hierbei zusammenhéangende Flichenpunete auch
jederzeit mit stetig zusammenhingenden Functionswerthen
belastet sind, so wird die Function eine auf jener Fliche iiberall
stetige zu nennen sein

‘Wiederum wird hiebei, falls zwei Theile der in Anwendung
gebrachten Fliche einander durchsetzen, wohl zu beachten sein,
dass zwischen den Puncten des einen uud denen des andern Thei-
les lings ihrer Durchsetzungslinie kein Zusammenhang stattfindet.

Soll demnach irgend eine Function auf einer solchen Fléiche
stetig sein, so wird dazu, was ihre Werthe auf jenen beiden einan-
der durchsetzenden Flichentheilen anbelangt, nur erforderlich sein,
dass jeder von diesen beiden Theilen fiir-sich allein betrach-
tet mit lauter stetig zusammenhingenden Werthen belastet ist —
gleichgitltig, ob die Werthe, welche der eine, und welche der
andere Theil in der Nihe ihrer Durchsetzungslinie besitzen, unter
einander gleich oder verschieden sind.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem
zu Anfang betrachteten Kegelmantel zuriick. Wir wollen uns diesen
Kegelmantel als eine materielle Fliche denken, und wiederum an-
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nehmen, sein Scheitelpunct befinde sich im Mittelpunct und
seine 8formige Leitcurve auf der Oberflache irgend einer Kugel.
Der Kreis, in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittel-
punct gelegten Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequa-
tor genannt werden; und jene 8 formige Leitcurve mag auf der
Kugel eine solche Lage haben, dass die eine Schleife derselben
oberhalb, die andere unterhalb des Aequators, dass mithin
ihr Doppelpunct D gerade im Aequator liegt. Wahrend nun der
Doppelpunct jener Curve im Acquator ungedndert liegen bleibt,
mag sich die eine Schleife auf der oberen, die andere auf der
unteren Halbkugel mebhr und mehr ausdehnen; die Ausdehnung
mag so weit fortschreiten, bis zuletzt die eine Schleife von oben,
die andere von unten her dem Aequator unendlich nahe
kommt.  Gleichzeitig werden sich alsdann die den beiden Schleifen
entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr
und mehr abplatten, und zwar so weit ab-
platten, bis zuletzt beide Theile, der eine
von oben, der andere von unten her, fast
vollstiandig in die Horizontalebene

hineinfallén (Fig. 33). s ,
In dem gegenwartigen Zustande wird \ [

alsdann der Kegelmantel eine Flache repra-

sentiren, von welcher die Horizontalebene ~
iiberall doppelt bedeckt wird, es mag diese Flache eine Win-
dungsfliche, und ihr Scheitelpunct ein Windungspunct ge-
nannt werden.

Die Windungsfliche kann auf beliebige Weise begrenzt,
oder auch unbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Win-
dungsfliche von -ihrem Scheitelpuncte aus nur bis zu der um C
beschriebenen Kugelfliche hin fortgesetzt, so wird die Begrenzungs-
linie derselben eine kreisformige Gestalt besitzen. Und zwar wird,
weil langs der Linie CD hin zwischen den beiden daselbst einan-
der durchsetzenden Flichentheilen k ein Zusammenhang stattfindet,
zwischen den beiden im Puncte D einander durchkreuzenden Thei-
len der Begrenzungslinie ebenfalls kein Zusammenhang vorhan-
den sein. Es wird demnach die Begrenzung der Windungsfliche
aus einer einzigen Curve hestehen, welche nach zwei vollen
Kreisumliufen in sich selber zuriickkehrt.

Wir wiirden ibrigens, wie wir sofort ibersehen, eine solche

Fig. 33.

\.;../
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kreisformig begrenzte Windungsfliche auch dadurch erhalten kén-
nen, dass wir zwei ebene Kreisflichen (Fig. 34) iibereinanderlegen,
dieselben langs zweier d@iber-
cinanderliegenden Radien auf-
schlitzen, und sodann die ent-
gegengesetzt liegenden Rander
des oberen und des unteren
Schlitzes mit einander zusam-

Fig. 34.

men heften, namlich den Rand -

« mit §, und o« mit g.

Ein auf der Windungsfliche fortgehender Punct wird, sobald
er die Lini¢ CD passirt, aus dem unteren Blatt der Fliche in
das obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere
gelangen. Aus diesem Grunde wird es zweckmassig sein, die
Linie CD eine Uebergangslinie zu nennen. Ein Uebergang
aus dem unteren Blatt in das obere hinein kann iibrigens auf
doppelte Weise bewerkstelligt werden. Denkt man sich namlich
einen Beobachter, welcher in C auf der horizontal liegenden Win-
dungsfliche steht und nach D hin fortsieht, so kann dieser Ueber-
gang entweder von links unten nach rechts oben, oder auch
umgekehrt von rechts unten nach links oben erfolgen. Cha-
rakteristisch far die hier betrachtete Flache ist es, dass ein auf
derselben fortlaufender Punct den Windungspunct zweimal um-
kreisen muss, ehe er in seine Anfangslage zuriickkommt.

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die Ueber-
gangslinie geradlinig gedacht haben; es kann dieselbe eine Curve
von beliebiger Krimmung sein. Wir brauchen namlich die bei-
den ebenen Kreisflichen, welche zuletzt zur Construction der Win-
dungsfliche in Anwendung gebracht wurden, nicht gerade langs
eines Radius hin "aufzuschlitzen, sondern konnen dieselben auch
langs irgend einer andern vom Mittelpunct nach dem Rande hin-
gehenden Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die
entgegengesetzt liegenden Rander des oberen und unteren Schlitzes
zusammenbheften, so haben wir eine Windungsfliche, in welcher
die Uebergangslinie durch eine Curve von beliebiger Ge-
stalt reprasentirt ist.

Zur Construction einer Windungsfliche sind bis jetat zwei
Methoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Con-
struction einer solchen Flache ist folgende:
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Man denke sich die in Fig. 35 gezeichnete, um den Punct ¢
herumlaufende ebene Curve als die Leitcurve eines Kegels, dessen
Scheitelpunct irgendwo im Raume liegt; und Fig. 35.
denke sich sodann diesen Scheitelpunct auf
irgend welchem Wege naher und naher an den
Punct ¢ herankommend; dann wird sich die p
M antelfliche des Kegels mehr und mehr ab- \
pPdatten, bis sie zuletzt vollstindig mit der
E.bene der Leitcurve zusammenfillt. In diesemn
EZmdzustande wird dann die Mantelfliche des Kegels identisch sein
maEt der vorhin besprochenen Windungsfliche. Der Punct € wird
den Windungspunct, und die Linie CD die Uebergangslinie vor-
stelen.

Es wird zweckmassig sein, hier zugleich andere Windungs-
fl& chen, namlich Windungsflichen hoherer Ordnung mit in
W rxasere Betrachtung hineinzuziehen.

i Die Leitcurve (Fig. 35) lauft nach 2 vollen Umdrehungen in
itawepn Anfang zurick. Nimmt man statt dieser eine Curve, die
ach m vollen Umdrehungen in ibren Anfang zuricklauft, so er-
hane man, falls m > 2 ist, .eine Windungsfliche hoherer Ord-
Awang, und falls m < 2, also =1 ist, eine Windungsfliche nie -
Aerer Ordnung. 1m erstern Fall gelangt man zu einer Flache,
YW elche, je nachdem m =3, 4, 5, ... ist, die Ebene allenthalben
Fach, 4fach, 5Hfach v. s. w. bedeckt; im letztern zu einer Fliche,
“_’elche die Ebene aberall 1fach bedeckt, d.i. zu einer gewohn-
Ichen einblitterigen ebenen Flache. Riemann nennt diejenige
indungsfliche, welche durch Anwendupg einer Leitcurve von m
Vollen Umdrehungen entsteht, einé Windungsfliche (m — 1)ter
0l‘dnung; so dass also die vorhin betrachtete, der Leitcurve in
ig. 35 entsprechende Fliche eine Windungsfliche 1'r Ordnung
hehst, und andererseits die gewdhnliche einblatterige ebene Fliche
tine Windungsfliche Ot Ordnung genannt werden kann.
Um eine Windungsfliche 3'¢* Ordnung zu erhalten, wird man,
Wie beispielsweise bemerkt werden mag, m = 4 nehmen miissen,
13mlich eine Leitcurve in Anwendung bringen miissen, welche,
¥ie die in Fig. 36 1. oder II. gezeichnete, nach 4 vollen Um-
drehungen in sich, zuriicklauft. Man wird also einen Kegelmantel .
tongtruiren miissen, der eine von diesen beiden Curven zur Leit-
turve und seinen Scheitelpunct zu Anfang irgendwo im Raume
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hat; sodann wird man die in Rede stehende Windungsfliche er-

halten, wenn man jenen Scheitelpunct auf irgend welchem Wege

Fig. 36. L IL niher und niher an den

I - i Punct C heranriicken und

: zuletzt in C hineinfallen

\\ lasst. Der Punct C selber

| \wird dann der Win-

j dungspunct werden.

\ - Eine solche Windungs-

~_ fliche 3ter Ordnung be-

sitzt, wie wir sehen, 3 Uebergangslinien. Diese 3 Linien

werden, je nach Beschaffenheit der gerade in Anwendung ge-

brachten Leitcurve, entweder unter irgend welchen Winkeln gegen

einander geneigt sein (Fig. 36. I.), oder auch gerade aber ein-
ander liegen konnen (Fig. 36. IL)*).

Zweiter Abschnitt. Die Wurzelgrosse }/Z Desitst, falls man
unter Z eine ganze rationale Function voxt x 4 iy versteht, in
jedem Puncte der Horizontalebene zwei Werthe. Abwickelung
einer Reihe von Werthen, welche lings einer gegebenen
Curve hin stetig auf einander folgen.

Es seien =P + iQ, B=FP + iQ, C=P" 4 iQ” drei
beliebig gegebene Constanten, und z =« 4 iy eine variable Grosse.
Geometrisch betrachtet, werden alsdann 4, B, C drei Puncte vor-
stellen, welche auf der Horizontalebene irgend welche feste Lagen
besitzen, wahrend z einen vierten Punct reprasentirt, der sich
auf dieser Ebene nach Belieben bewegen kann.

Wir wollen nun die von z abhingende Wurzelgrasse:

(1) f=Viz—4 z—B —C)

betrachten, und die Werthe, welche diese Wurzelgrésse je nach
der Lage des Punctes z annimmt, einer genaueren Untersuchung
unterwerfen. Wir ziehen zu diesem Zweck von den festen Punc-
ten 4, B, C drei Linien nach dem beweglichen Puncte z hin,
bezeichnen die Lingen dieser Linien mit a, b, ¢, und die Winkel,
unter welchen dieselben gegen die x Achse geneigt sind, mit
u, v, w (Fig. 37). Alsdann ist:

*) Eine ‘Windungsfliche 3ter Ordnung kann iibrigens auch mehr als
8 Uebergangslinien besitzen.
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&— P =« cos u,
y— QO=—asinu, :(
mithin:

(= +iy) — (P +i0) =

a (cos u + i sin u),

Fig. 387.

d. i. .
z—d= ae, A.{..\H.. -
Unad ebenso wird: >Xx
z2— B=bev",
z— C = ce”,

Somit ergiebt sich, falls man die positiven Werthe der
Quadratwurzeln aus a, b, ¢ mit «, §, y bezeichnet, fir unserc
Wurzelgrosse f folgender Werth:

lu v iw i(udv4w
@) f=c¢.ce?.Be?.ye? =c.afy.c 2 ,
odexr~ _ was dasselbe ist;

@) fe=c¢.afy (cos st o g ot s;,ﬂ),

W0 & npach Belieben bald gleich 4 1, bald gleich — 1 gesetat
wer«l en kann.

Der letzterhaltene Ausdruck (3) giebt uns eine deutliche Vor-
stellwmng von der Art und Weise, in welcher der Werth unserer
Wurzelgrosse f sich andert, sobald wir dem Puncte z andere
Lagem zuertheilen.

Wir wollen (Fig. 37) den Punct z auf irgend einer beheblg
geBebenen Curve pg fortlaufen lassen. Wahrend dieser Bewegung

wirQ gich der Werth unserer Wurzelgrosse

f=.e.aﬁy (cos £+—;—ﬂ + i sin ﬁ;-"‘—"’),

falls wir ¢ dberall gleich + 1 nehmen, Schritt far Schritt auf
sietige Weise andern. Gleiches wird offenbar auch dann der
Fall sein, wenn wir ¢ iiberall gleich — 1 nehmen. Gleiches wird
aber unter besondern Umstinden auch dann noch stattfinden kén-
pen, wenn wir den Factor &, wihrend z auf jener Curve fort-
liuft, plotzlich aus der einen Bedeutung in die andere umschlagen
Jassen. Hat namlich zufalliger Weise £ in irgend einem Puncte
N jener Curve den Werth Null, so wird die Aenderung von f
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langs der Curve auch dann noch eine stetige sein, wenn wir
einen solchen plotzlichen Umschlag in der Bedeutung von & in .
demjenigen Augenblick vor sich gehen lassen, wo der Punct z
gerade iiber N hinweggleitet.

Um also eine lings der Curve pg stetige Werthreihe
unserer Wurzelgrosse f auf eindeutige Weise zu bestimmen,
wird die Angahe desjenigen Werthes, welchen ¢ im Anfangspunct
p jener Curve haben soll, im Allgemeinen noch nicht geniigend
sein. Vielmehr wird solches nur dann hierzu ausreichend sein,
wenn die gegebene Curve pg nirgends auf ihrem Wege einen
“Nullpunct von f beriihrt.

Die Nullpuncte der Wurzelgrdsse f lassen sich leicht angeben.
Da namlich der Ausdruck

cos —u+;t2 + ¢ sin “—~——+;t£

nirgends verschwinden kann,*) so wird der Werth der Wurzel-
grosse:

f=e.aﬁy(cos ﬂ';—-’"—w+isin3+—';-|;'—”)

nur dann Null werden, wenn eine der drei Grossen o, §, y ver-
schwindet, also nur dann Null werden, wenn der bewegliche_
Punct z in einen der Puncte 4, B, C hineinfillt. Es besitzt dem-
nach £ im Ganzen nur drei Nullpuncte, das sind die Puncte 4,
B und C.

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Es seien p und q zwei beliebig gegebene Puncte, ferner sei
_irgend eine Curve gegeben, welche, okne einen der Puncte 4, B, C
zu berithren, von p nach q hinlduft.

Eine lings dieser Curve fortlaufende Werthreihe der Wur-
zelgrosse : '

f=Vz—4.2—B.z—C

*) cos @ < i sin £ kann, falls (wie das hier der Fall ist) 2 nur
reelle Werthe annehmen darf, nur dann Null werden, wenn die beiden -
Grossen cos x und sin x gleichzeitig verschwinden. Solches kann
aber, weil cos? x 4 sin? £ = 1 ist, mithin die eine von jenen beiden
Grossen jederzeit + 1 wird, sobald die andere Null ist, niemals ein-
treten. Demnach kann der Ausdruck cosx - 7 sin x niemals ver-
schwinden, *
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wird alsdann, falls sie aus lauter stetig auf einander folgenden
Werthen bestehen soll, durch Angabe ihres Anfangswerthes im
Puncte p eindeutig bestimmt sein.

" Sind + fo und — [, die beiden Werthe, welche die Wur:zel-
grb‘s:se f im Puncte p besitzt, so wird man, falls man einmal
+ £, das andere Ma) — [, zum Anfangswerthe nimmt, zwei solche
eindeutig bestimmte Werthreihen erhalten, und zwar zmei Werth-
rethen, welche unter einander durchweg entgegengesetzt sind.

Es seien p und ¢ (Fig. Fig. 38.

38) zwei Puncte, welche Y ?
auf einem um A4 beschrie-
benen Kreise liegen, und 1
zwar zwei Puncte, welche,
wie wir vorlaufig der Ein-
fachheit willen annebhmen .
wollen, auf der Peripherie r kV\
dieses Kreises einander

. R B
diametral gegeniberlie- > x
gen. Die Werthe, welche die in nnserem Ausdruck

f=c¢.afy (cos 2ot 4 i .“-J.-;,:i-_W)

1

enthaltenen Grossen «, B8, », u, v, » im Puncte p besitzen, mo-

gen mit e, B, 9., u,, vy, w, bezeichnet werden; und ausser-

dem mag daselbst ¢ gleich 4 1 gesetzt werden. Wir haben dann

in jenem Puncte p fiir unsere Wurzelgrosse f folgenden Werth:
fo =ayfy%, (cos u—"g"—-{——-ﬂ’ 4 ¢ sin 3"i”§°—+ﬂ) .

Wir wollen nun von p aus auf der Peripherie des gegebenen
Kreises entlang weiter und weiter fortgehen, wihrend dieser Be-
wegung den Werth von / sich Schritt far Schritt auf stetige
Weise dndern lassen, und denjenigen Werth in Betracht ziehen,
mit welchem wir alsdann im Puncte ¢ eintreffen werden. Wir
konnen dabei nach ¢ auf doppelte Weise gelangen, namlich
entweder dadurch, dass wir (Fig. 38) den Halbkreis p/gq, oder
dadurch, dass wir den Halbkreis prq durchlaufen. Es wird sich
zeigen, dass, je nachdem wir das cine oder das andere thun,
der in ¢ sich ergebende Werth ein sehr verschiedener ist.

Es ist zunachst erforderlich, die Werthe ins Auge Zu fas-
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sen, welche die in unserer Function enthaltenen Grossen e, §, 7,
u, v, » annehmen, sobald wir von p aus auf dem einen oder
auf dem andern Wege nach ¢ hinwandern.

Die Werthe von o, §, » sind in Folge unserer Festsetzungen
fur jedweden Punct der Horizontalebene eindeutig bestimmt;
denn fir jeden Punct sind unter «, §, y die positiven Quadrat-
wurzeln derjenigen Entfernungen zu verstehen, welche der Punct
von 4, B, C aus bhesitzt. Bezeichnen wir daher diese Quadrat-
wurzeln fiar den Punct ¢ mit «,, 8, p,, so werden die in p -
vorhandenen Werthe o, $,, 7, — mogen wir nun den Halbkreis
plq oder den Halbkreis prg¢ durchlaufen — immer in o4, 8, 9,
abergehen. :

Analoges gilt, wie leicht zu ibersehen ist (Fig. 38), auch
fir die beiden Winkel v, und m, Die Werthe, mit welchen
diese Winkel in ¢ eintreffen, werden namlich — gleichgiiltig, auf
welchem jener beiden Wege der Uebergang von p nach ¢ erfolgt
ist — immer ein und dieselben sein; sie mogen mit v, und w,
bezeichnet werden.

Anders aber verhilt es sich mit dem Winkel u, Dieser

wird namlich, falls wir den Weg plg durchlaufen, um = wach-
sen, hingegen, wenn wir den Weg pr¢ durchwandern, um =
.abnehmen. Demnach sind die Werthe, welche wir, je nach
Durchlaufung des einen oder andern Weges, im Puncte ¢ fir
den Winkel » erhalten, verschieden, namlich gleich u, 4 =
und u, — 7.

Unsere Wurzelgrosse £ wird also, bei Durchlaufung des Halb-
kreises plg, in ¢ mit folgendem Werthe anlangen:

by, (oos ETFuEE 4y Cot Do),

bei Durchlaufung des Halbkreises prq hingegen in jenem Puncte
mit dem Werthe

oy By, (COS‘ Co—m bote 4o o) ;H'+w.)

eintreffen. Diese beiden Werthe sind aber, weil

'cos(x—%):——cos(a:+ %)’
sin(x— %):—sin(x+ %)

ist, unter einander entgegengesetzt.
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“WWir sind hier bei Durchlaufung der Halbkreise pl¢ und prq
peide  Male von p aus mit demselben Anfangswerth von f aus-
gegdxagen; die Werthe, welche sich dann in ¢ ergeben, sind, wie
wir €ben gesehen haben, unter einander entgegengesetzt.

Umgekehrt wird sich die Sache verhalten, wenn wir bei
Durchlaufung jener beiden Halbkreise in p mit entgegenge-
setzten Anfangswerthen ausgehen. In diesem Fall werden nam-
lich, wie sich leicht @ibersehen liasst, die in ¢ sich ergebenden
Werthe unter einander gleich sein.

Uebrigens ist es gleichgiltig, ob wir die beiden Puncte p, ¢
einander diametral gegeniiber liegend wihlen, oder ob wir den-
selben eine beliebige andere Lage auf der Peripherie des um 4
beschriebenen Kreises anweisen. Wir kommen demnach zu fol-
gendem Resultat:

Auf der Peripherie eines Kreises, welcher um einen der drei
Puncte 4, B, C beschrieben ist und keinen der beiden andern
Puncte in sich enthilt, migen irgend zwei feste Puncle p, q
und ferner zwei bewegliche Puncte z, z gedacht werden. Die
beiden letztern laufen — so mag angenommen werden — auf der
Pegipherie des Kreises in entgegengeselzten Richtungen fort:
beide gehen gleichzeitig von p aus, und treffen sodann nach einiger
Zeit von verschiedenen Seiten her in q wieder zusammen.

Werden nun den beiden Puncten z zwei Werthe der Wurzel-

grosse

f=Vz—4.2—B.z—C

zuertheilt, und zwar zwei Werthe, welche in dem Augenblick, wo
beide Puncte von p auslaufen, von gleicher Grisse sind, und
welche sich wihrend des weileren Fortganges jener Puncte Schritt
fur Schritt auf stetige Weise dndern sollen, so werden diese
Werthe in dem Augenblick, wo beide Puncte in q anlangen, ihre -
-Gleichheit villig verloren haben, nimlich von entgegengesetzter
Grdisse sein.

Und umgekehrt werden jene beiden Puncte z, falls sie zu An-
fang in p mit entgegengesetzten Werthen ausgehen, in q mil
gleichen Werthen anlangen.
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Dritter Abschnitt. Fortsetzung. Aus dem Werthvorrath, wel-
chen }/Z besitst, wird ein die ganze Horizontalebene ilser-
deckendes und iiberall eindeutiges Werthsystem abgeschieden.

Die Wurzelgrosse:
f=V:—4.z—B.z—C

verschwindet in 4, B, C und ist mit Ausnahme dieser Puncte
oberall zweideutig. Um eine eindeutige Function zu gewinnen,
miisste man in jedwedem Puncte : immer nur den einen Werth
der Wurzelgraosse beibehalten und den andern bei Seite werfen.
Doch wird sicb solches, wie wir sogleich sehen werden, nicht
immer der Art ausfihren lassen, dass die zuriickbebaltenen Werthe
stetig unter einander zusammenbingen.

Es sei z, ein beliebig gewahlter Punct auf der Horizontal-
ebene; von den beiden Werthen, welche unsere Wurzelgrosse f
in diesem Puncte besitzt, pflanzen wir daselbst nur den einen
(er mag f, genannt werden) auf, und lassen den andern (dieser
wird — f, sein) ganz ausser Spiel.

Wollen wir nun im Bereich des Punctes =, Werthe a.nl_'-
pflanzen, welche mit dem in :z, hingestellten stetig zusammen-
hingen, so haben wir gar keine Wahl. Denn in jedem Puncte
des genannten Bereiches sind uberhaupt nur zwei Werthe mog-
lich; der eine ist immer unendlich wenig von + f,, der andere
upendlich wenig von — f, verschieden, und wir miissen daher,
falls wir einen stetigen Zusammenhang haben wollen, nothwen-
digerweise den ersteren nehmen. ‘

Wir lassen nun das kleine Flachenstick, durch welches das
Bereich des Punctes :z, dargestellt wird, sich nach allen Seiten
hin mebr und mehr erweitern, und pflanzen dabei in jedem
Augenblick in den neu hinzugetretenen Puncten immer diejenigen
Werthe auf, welche sich den schon vorhandenen auf stetige
Weise anschliessen. '

Wir baben alsdann ein im Wachsen begriffenes Werth-
system vor uns, namlich ein Werthsystem vor uns, dessen Um-
grenzungslinie sich, etwa ahnlich wie ein im Puncte z, erregter
Wellenring, nach allen Seiten hin weiter und weiter fortbewegt.

Geschieht diese Fortbewegung nach allen Seiten hin mit ein
und derselben Geschwindigkeit, so wird die Umgrenzungslinie des
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Werthsystems bestindig kreisformig sein; ist hingegen jene Ge-
schwindigkeit nach verschiedenen Seiten hin eine verschiedene,
so wird die Umgrenzungslinie im Verlaufe der Zeit andere und
andere Gestalten annehmen, und zwar Gestalten von irgend wel-
ct’ue‘r unregelmassigen Form.

Es seien z, und z, irgend zwei einander unendlich nahe

Puncte auf der Horizontalebene. Unser Werthsystem habe sich
so weit ausgedehnt, dass z, augenblicklich gerade auf seiner Um-
grenningslinie liegt, wahrend sich z, noch ausserhalb des
W erthsystems befindet, und erst im nichstfolgenden Augenblick
vooxn demselben erreicht werden wird; ferner sei f, der in z, vor-
hza madene, unserem Systeme bereits einverleibte Werth; nnd
era lich seien + £, und — £, diejenigen beiden Werthe, welche
in gem andern Puncte, in z,, iiberhaupt méglich sind. Als-
dawan kann unter den beiden letztgenannten und einander ent-
gegx engesetzten Werthen im Allgemeinen immer nur einer vor-
ha xrnden sein, welcher von f; unendlich wenig verschieden ist; der
Aua sspahmefall, dass beide Werthe von £, unendlich wenig abwei-
¢th e n, kann namlich offenbar nur dann eintreten, wenr zufalliger
Weise /, gerade gleich Null ist.

Im Allgemeinen kann daher auch kein Zweifel dariiber statt-
fixlen, welchen von den beiden Werthen + f,, — f, unser Werth-
sYSStem bei seinem weiteren Anwachsen in sich aufzunehmen hat;
eien  gsolcher Zweifel wird nur dann eintreten, wenn zufalliger Weise
fi gleich Null ist, also nur. dann, wenn der von uns gewihlie
Punct ;, mifilliger Weise identisch ist mit einem der Puncte
4, B, C. .

Es sei 4 derjenige unter den Puncten 4, B, C, welchen
UNser Werthsystem bei seiner Vergrosserung zuerst erreicht.
Wir wollen den Augenblick ins Auge fassen, in welchem die
brenze des Systemes gerade iiber 4 hiniibergleitet.

Der in diesem Augenblick in 4 selber vorhandene Werth ist
N_““ und, wie wir gesehen haben, unbraucbbar, um iiber dieje-
Mgen Werthe zu entscheiden, - welche das System bei seinem
Weiteren Anwachsen in sich aufzunehmen hat. Wir missen dem-

Dach versuchen, ob zu diesem Zweck nicht vielleicht dicjenigen
erthe verwendet werden konnen, welche sich in unserm System
M beiden Seiten von 4, namlich bei « und § vorfinden (Fig. 39).
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Der Bequemlichkeit willen seien ¢ und $
ce leich weit von 4 aus entfernt, ihre gemein-
same Entfernung — ¢; mit ¢ als Radius mag
um 4 ein Kreis beschrieben werden; die eine
Halfte dieses Kreises wird alsdann inner-
halb, die andere ausserhalb unseres Werth-
systems liegen; die erstere mag mit ayf, die
letztere mit «dp 'bezeichnet werden.

Fig. 39.
Be

Da unter den Werthen, welche unser
‘ System bis jetzt besitat, uberall stetiger Zu-
sammenhang herrscht, so werden auch diejenigen Werthe, von
welchen die halbkreisformige Linie ayf bedeckt ist, stetig mit
einander zusammenhingen. Um nun denjenigen Werth zu erhal-
ten, welchen das System bei seiner weiteren Ausdehnung im
Puncte d in sich aufnehmen muss, werden wir die auf jener
halbkreisformigen Linie ayf bereits vorhandene Werthreihe, ent-
weder Gber a, oder iber B hinaus, auf stetige Weise zu verlan-
gern haben. Je nachdem wir aber das eine, oder das andere
unternehmen, erhalten wir, wie sich aus einem friher (S. 173)
gefundenen Satz ergiebt, im Puncte d sebr verschiedene, nam-
lich einander entgegengesetzte Werthe.

Pflanzt man also in irgend melchem Puncte z, der Horizon-
talebene von den beiden Werthen, welche die Wurzelgrasse

f=vVe—4(z—B)(z—0

daselbst besitzt, nur einen auf, und bildet man sodann um jenen
Punct herum ein Werlhsystem, welches sich dem dort aufgepflanz-
ten Werth in stetiger Weise anschliesst, und mwelches sich von
Jjenem Puncte aus nach allen Seiten hin mehr und mehr erwéitert —
so werden die Werthe, welche dieses System in sick aufzunehmen
hat, eindeutig bestimmt sein, so lange das von thm bedeckte=
Gebiet der Horizontalebene noch keinen der Puncte z = A, z =— B,
z = C in sich enthilt, hingegen zweideutig werden in demjeniger=
Augenblick, in welchem die Grenze jenes Gebietes itber irgend einerme
dieser Puncte hinubergleitet.

Um nun trotzdem aus den Werthen der gegebenen Functionm
ein die ganze Horizontalebene bedeckendes und iiberall eindeu—
tiges Werthsystem abzuscheiden, dient folgendes Verfahren.
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Wir stellen uns die Horizontalebene als eine unendlich grosse
Kreisfliche § vor, deren Mittelpunct im Anfangspunct des Coor-
dinatensystemes liegt; wir scheiden sodann von dieser Kreisfliche
einen #usserst schmalen Flichenstreifen ab, welcher die Puncte
4, B, C in sich enthalt, namlich einen Flichenstreifen, welcher
im Puncte 4 seinen Anfang nimmt, und von hier aus iher die
beiden andern Puncte B und € hin bis zum unendlich fernen
Rande der Kreisfliche £, etwa bis U fortschreitet; der nach Ab-
sonderung dieses Streifens noch abrig bleibende Theil der
Fliche mag mit §’ bezeichnet werden. Wir bilden nun wieder
um den Punct z, herum ein Werthsystem, welches sich dem
dort festgesetzten Anfangswerth f, stetig anschliesst, und lassen
die Grenze dieses Systems (Fig. 40) sich weiter und weiter aus-
dehnen, “jedoch so, dass
sie bestindig innerhalb
$’ bleibt. Denken wir uns
diese Ausdehnung so weit

’ f°l‘tgesetzt, bis jene Grenze
schliesslich mit der Rand-
curve von §  zusammen-
fallt, so haben wir alsdann
ein  die ganze Fliche £’
iberdeckendesund iiberall
eindentiges Werthsystem
YOr unps.
Es bedarf nun einer ni-
h?l'en Untersuchung iber
dle.i(‘-nigen Werthe, welche
das g5 erhaltene eindeutige System zu beiden Seiten des vorhin
abgesonderten Flachenstreifens, oder vielmehr zu beiden Ufern
€ durch jene Absonderung entstandenen schmalen Bucht
4By besitzt. Zu diesem Zwecke ist es gerathen, was die Ge-
8talt der eben genannten Bucht im Genaueren anbelangt, folgende
Dstruction zu Grunde zu legen: Auf der urspriinglich vorhan-
“denen, unendlich grossen Kreisfliche £ mag zuerst eine Linie
sezOgen werden, welche auf beliehigem Wege von 4 uber B
"'f‘l € bis zum Rande der Fliche, etwa bis ¥ hin fortgeht; gleich-
ze'tig mdgen um 4, um B und um C kleine Kreise beschrieben
"erden; sodann mogen von der Fliche § diejenigen Sticke ab-
N"Ilnnn, Abel'sche Integrale. 12
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gesondert werden, welche innerhalb dieser kleinen Kreise sich
befinden; und endlich mag noch ein Schnitt ausgefahrt werden,
welcher lings der Linie 4BCU fortgeht, also ein Schnitt, welcher
in der bei 4 vorhandenen kreisformigen Oecflnung anfingt, die
bei B und C vorhandenen Oeffnungen diametral iiberspringt, und
endlich im Rande der Fliche, nimlich in U endigt. Dieser
Schnitt wird alsdann in Verbindung mit den kleinen bei 4, B, C
vorhandenen Oeffnungen als eine Bucht angesehen werden kéonnen,
deren gegeniiherliecgende Ufer, abgesehen von den bei 4, B, C
vorhandenen kreisformigen Erweiterungen, einander uberall un-
endlich nahe sind. Die mit dieser Bucht versehene Flache ist es
nun, welche unter §’ hinfort verstanden werden soll.
Die Bucht 4BCU besitzt (Fig. 41) zwei einander gegeniiber-
Fig. 417). liegende Uferlinien e¢fyde und
afy &€, welche theils aus
parallelen, theils aus halbkreis-
formigen Strecken bestehen, und
welche im Puncte o mit einan-
der zusammenhingen. Wir be-
zeichnen die Werthe, welche das
auf der Flache §’ ausgcebreitete,
iiberall cindeutige Werthsystem
lings der Linie afy . . . besitzt,
mit
(1) fm fp fzy f3’ f41 e ey
und andererseits diejenigen,
welche jenes System lings der
Linie «f’y" ... besitzt, mit

@) far s £ 15 14 -
Jenes System ist auf der Flache
$’ uberall stetig; demnach wird
jede von den Reihen (1) und (2)
aus stetig auf einanderfol-
genden Werthen bestehen.
Zugleich bestchen aber die
Reihen (1) und (2) auch aus Werthen, welche simmtlich za dem-

*) In Fig. 41 sind unter 4, B, C die Mittelpuncte der drei kleinen
kreisformigen Oeffnungen zu verstehen. '
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in der Wurzelgrosse .

f=V(~4(z—B)(=—C)
enthaltenem Werthvorrath gebéren. Daraus folgt, dass dieselben
als zwei Reihen angesehen werden konnen, welche sich aus
jenem Werthvorrath, den beiden Uferlinien afy ...
und «f’y’ ... entlang, auf stetige Weise abwickeln.

Demgemiss konnen wir auf die Reiben (1) und (2) sofort
awei fraher gefundene Sitze (S. 170 u. 173) in Anwendung brin-
gen. Beide Reihen beginnen im Puncte o« mit ein und dem-
selben Anfangswerthe. Zufolge des zweiten Satzes werden sie
daher, nach Durchlaufung der in ¢ an einander stossenden halb- -
kreisformigen Uferstrecken «f und «f’, in den Puncten § und g
. mit entgegengesetzten Werthen eintreffen. Dieser Gegensalz
wird sodann, wenn beide Reihen weiter gegen B hin fortschrei-

“ten, Schritt fiir Schritt vorhanden bleiben; so z. B. werden die
Reihen in den Puncten y und j* ebenfalls mit entgegengesetzten
“Werthen eintreffen. Solches ergiebt sich unmittelbar aus dem
ersten der vorhin genannten Sitze. In dem Augenblick, wo die

* Reihen in der. Nihe von B zu den hier beginnenden halbkreis-
formigen Uferstrecken gelangen, ist jener Gegensatz noch immer
vorhanden. Bei Durchlaufung dieser Halbkreise verschwindet er
aber; in den beiden Puncten namlich, wo die Halbkreise enden
und wiederum in parallele Uferstrecken abergehen, werden dic
Reihen mit Werthen eintreffen, welche, wie aus den angefiihr-
ten Satzen folgt, einander vollig gleich sind. Diese Gleichheit
bleibt nun, wabrend beide Reihen nach € hin fortschreiten, ungein-
dert bestehen. Nach Durchlaufung der bei C liegenden halbkreisfor-
migen Uferstrecken treten sodann von Neuem entgegengesetzte
Werthe ein. Und dieser Gegensatz bleibt dann endlich, wihrend
beide Reihen nach dem unendlichen fernen Puncte U hinlaufen,
fortwahrend vorhanden.

Die betrachteten Reihen (1) und (2) bestehen aus denjenigen
Werthen, welche das von uns auf der Fliche §’ ausgebreitete
und daselbst tberall eindeutige System zu beiden Ufern der Bucht
ABCU.besitzt. Es wird demnach dieses System zu bei-
den Ufern jener Bucht zwischen 4 und B entgegengesetzte,
zwischen B und C gleiche, und zwischen C und U wie-
derum einander entgegengesetzte Werthe haben. Uebrigens

: 12% :
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konnen wir, was die Beschaffenheit jener Bucht anbelangt,
die um 4, B, C beschriebenen Kreise beliebig klein, mithin
auch unendlich klein nehmen. Thun wir dies, so verwandelt
sich die Bucht einfach in einen Schnitt, welcher von 4 aus auf
belicbigem Wege iber die Puncte B und € hinweg bis zum un-
endlich fernen Rande, namlich bis U fortlanft (Fig. 42).

Man ibersieht leicht, dass die eben er-

Fig. 42.
® langten Ergebnisse sich leicht veraligemeinern,
sich z. B. leicht ubertragen lassen auf die
A Waurzelgrosse:
B V(z—4) (z— B) (z— 0) (z — D),
oz, CY / cbenso auf die Wurzelgrosse:

U Yle—A)(z—B)(z—C) —D) (z— E); -

aberhaupt auf Wurzelgrassen, welche unter

dem Wurzelzeichen beliebig viele Factoren enthalten. Folglich:

Sind Ay, Ay, ... A, beliebig gegebene Constanten, so kann
man, um aus dem' Werthvorrathe, welchen die Wurzelgrisse:

Vi—4,) (z—4y) o (z2—4n)
. besitzt, ein eindeutiges und sletig in sich zusammenhingendes
Werthsystem abzuscheiden, in folgender Weise verfahren:

Man denke sich die Horizontalebene als eine um den Anfangs-
punct des Coordinalensystems mit unendlich grossem Radius be-
schriebene Kreisfliche ©, fihre in dieser Kreisfliche einen von
A4, ausgehenden und auf beliebigem Wege itber Ay, Ay, ... A
bis zum unendlich fernen Rande elwa bis U fortlaufenden Schnitt
aus, und bezeichne die solcher Weise entstehende Fliche mit -
(Fig. 43.)

Fig. 43. Man pflanze sodann auf der Fliche ™
in irgend welchem Punct z, von den beidemr
Werthen, welche die gegebene Wurzelgrosse
daselbst besitzt, nur einen — gleichgidtigr
welchen — auf, pflanze ferner um jenen
Punct herum diejenigen Werthe der Wurzel-
v grisse auf, welche sich dem dort festyesetzten
Anfangswerthe in sleliger Weise anschliessen,
und lasse das so erhaltene Werthsystem nach allen Seiten hin sich
mehr und mehr ausdehnen, jedoch der Art, dass die Gremze des
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Systems, wihrend sie mchr und mehr vorgeschoben wird, den Rand
der Fliche §', mithin auch die zu diesem Rande geharigen Ufer
des Schnittes Ay Ay Ay ... U nirgends uberschreitet. Denkt man
sich diese Ausdehnung so weit fortgesetzt, bis die Grenze des
Systems schliesslich mit dem Rande der Fliche ' zusammenfillt,
%0 entsteht alsdann ein die ganze Fliche ' tberdeckendes und
ouf dieser Fliche #tberall eindeutiges und stetiges Werth-
systemn.

’ Was die Werthe anbelangt, welche dieses System zu beiden
Ufern des Schnities A, Ay A, ... U besitzt, so ist zu bemerken, dass
diese  Werthe lings der Schnilistrecke A, A, einander entgegen-
gesetzt, lings der Slrecke AyAy; einander gleich, lings der
Strecke AyA, wiederum einander entgegengesetzt sind, u.s. w.,
dass  also von einer Strecke zur andern hin fortwihrend Gegen-
salz  wund Gleichheit mit einander wechsclt. Auf der letzten
Strecke, die von A, bis U reicht, wird demnach Gleichheit statt-
finden, falls n gerade, Gegensatz, falls n ungerade ist.

Vierter Abschnitt. Fortsetzung. Der ganze Werthvorrath,

welchen /Z dberhaupt besitgt, wird gesondert in zwei Werth-

iteme; diese beiden Systeme lassen sich auf stetige Art xu-

Wmmenschmelzen su einem einzigen. Als Triiger des letstern

lient gber dann nicht mehr die gewdhnliche Horizontalebene,

wndern oine gewisse horisontale Doppelfiiiche. Diese Fliche
wird eine Riemann’sche Fliche genannt.

Indem wir nun in unserer Untersuchung iber die Wurzel-
frdsse :

V(ie—4) (z—4dy) ... (z—4,)
welter fortschreiten, wollen wir uns — allerdings nur der gros-
%ren Bequemlichkeit willen — auf den Fall beschrinken, dass
" eine gerade Zahl, etwa = 2v ist. Wir haben es dann zu
han ni¢ der Wurzelgrosse: ’

f=Ve—4) z—4,) ... z— 4m),
a0 mit einer Wourzelgrosse, die fir unendlich grosse Werthe

vou z die Form:
f — Vz%v
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d. i. die Form:
‘ f=+2
annimmt. . ]

Es seien §, und §, zwei horizontal iber einander liegende,
unendlich grosse Kreisflichen, welche nur durch einen unendlich
kleinen Zwischenraum von einander getrennt sind. Diese beiden
Flichen seien versehen mit einem gemeinschaftlichen rechtwin-
kligen Coordinatensystem; der Anfangspunct des Coordinatensystems
mag dargestellt sein durch die @ber einander liegenden Mittel-
puncte der beiden Kreisflichen; ferner mag die x Achse darge-
stellt sein durch irgend zwei @ber einander liegende Radien der
beiden Flichen, und die y Achse durch zwei andere solche Radien,
die zu den ersteren senkrecht sind. Auch mag — wie das stets
der Fall sein soll — die gegenseitige Lage der x- und y-Achse
der Art sein, dass der auf dem horizontalen Flachenpaar §,, ,
im Ausgangspunct der beiden Achsen Stehende und in der Rich-
tung der x Achse Fortsehende die y Achse zur Linken hat (vgl.
S. 72).

Es seien 4,, 4,, ... 43 diejenigen Puncte, welche in den
beiden Flachen $; und §, durch z =4, z=4,,... z= 43,
bestinmt werden. Wir fiihren nun einen Schnitt aus, welcher
beide Flachen durchdringt, im Puncte 4, anfingt, und von hier
aus auf beliebigem Wege iiber die Puncte 4,, 4;, ... 43, bis
zum unendlich fernen Rande der Flichen, etwa bis U hin fort-
schreitet. In den Puncten 4,, 4,, ... 4;, mag dieser Schnitt
mit unendlich kleinen kreisformigen Erweiterungen versehen sein.
(Man vergl. etwa Fig. 41.) Nach Ausfilirung des Schnittes haben
wir dann zwei Flichen vor uns, welche von den Puncten
4;, 4, ... 43, keinen einzigen in sich enthalten. Wir be-
zeichnen diese Flachen zur Unterscheidung mit $,” und $,’.

Durch z = z, werden in den Flichen $,” und P, zwei
iiber einander liegende Puncte bestimmt. In jedem dieser Puncte
pflanzen wir je einen von den beiden Werthen auf, welche die
gegebene Wurzelgrosse £ fiir z = z, besitzt, und breiten sodann
in jeder der beiden Flichen dasjenige System aus, welches sich
dem in solcher Weise festgesetzten Anfangswerth stetig anschliesst.
Jedes dieser Systeme wird, weil die Flichen $,’, £, keinen der
Puncte 4,, 4,, ... 43 in sich enthalten, in seiner ganzen Aus-
dehnung eindeutig bestimmt sein. Und beide Systeme zusam-
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mengenommen werden den ganzen Werthvorrath reprasentiren,
welchen die gegebene Wurzelgrésse f iiberhaupt besitzt.

Die Werthe, welche die eben genannten Systeme auf den
Flichen $," und $," in zwei iber einander liegenden Puncten
haben, sind identisch mit denjenigen, welche die gegebene Wur-
zelgrosse :

F=Ve—a) e — 4 ... c—4w)
fir das jenen Puncten zugehorige Argument z darbietet, und sind
daher unter einander entgegengesetzt. Das auf £,
ausgebreitete System wird sich demnach durch Mul-
tiplication mit — 1 in das auf §,” befindliche verwan-
deln.

Die Werthe, welche sich in jedem der beiden Systeme an
den Ufern des Schnittes 4, 4,4, ... U vorfinden, konnen unmit-
telbar nach dem vorhergehenden Satz beurtheilt werden. Zufolge
jenes Satzes wird namlich jedes dieser Systeme zu beiden Ufern
der Schnittstrecke 4,4, entgegengesetzte, zu beiden Ufern
der folgenden Schnittstrecke 4, 4, gleiche Werthe besitzen, u.s. w.
In solcher Weise werden von einer Schnittstrecke zur andern hin
" Gegensatz und Gleichheit mit einander wechseln; an den Ufern
der letzten Schnittstrecke 43, U wird demnach Gleicliheit statt-

finden.
Es seien (Fig. 44), im Durchschnitt betrachtet, aa” und 5%

zwei iiber einander lie- Fig. 4.
gende Theile der Flag o v
chen $," und §,, und b < X
zwar zwei Theile, durch A r

welche die Schnittstrecke 4, 4, hindurchgeht. Demgemiss seien
« und o« zwei auf beiden Ufern dieser Schnittstrecke einander
gegeniiberliegende, zur Flache §,” gehorige Puncte; ferner g
und B’ die darunter liegenden Puncte in der Fliche £,. Alle
diese vier Puncte sind cinander unendlich nahe und zusammen-
genommen etwa als die vier Ecken eines unendlich kleinen Qua-
.drates anzusehen. Die Werthe, welche das auf §," ausgebreitete
System in « und o besitzt, sind, wie eben erwihnt wurde, ein-
ander entgegengesetzt. Bezeichnen wir daher den in e vorban-
denen Werth kurzweg mit ¢, so wird der in o' vorhandene gleich
* — o sein. Aus diescn beiden Werthen ergeben sich aber durch
Multiplication mit — 1 diejenigen, welche das auf §,” ausgebreitete

" ~
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System in den darunter liegenden Puncten f§ und § besitzt. Es
sind demnach in unsern vier Puncten im Ganzen folgende Werthe
vorhanden: ) L,

ine: ¢, ind:—gp,
A {inﬁ:—tp, inf: o
Die vier Puncte &, ¢, B, f’ konnen als Reprisentanten der vier
Uferlinien angesehen werden, welche die Schnittstrecke 4; 4, in
den beiden Flachen £,” und §," besitzt. Dieselbe Beziehung
nimlich, welche zwischen den in jenen vier Puncten befindlichen
Werthen stattfindet, dieselbe wird auch bei beliebigen andern vier
Puncten vorhanden sein, welche, ebenso wie jene, auf der genannten
Schnittstrecke neben und iber einander liegen. Wir sehen dem-
nach aus (1), dass die in den Uferlinien « und §° vorhandenen
Werthe einander gleich sind, dass also, falls man jene beiden
Ufer mit einander zusammenheftet, von beiden Seiten her
gleiche Werthe zusammenstossen werden; und ferner, dass
solches auch dann eintreten wird, wenn man die beiden Ufer o«’
und B zusammenheftet (Fig. 44).

Wir betrachten ferner die Schnittstrecke 4,4, Sind wie-
derum o, o, B, § irgend vier in dieser Strecke neben und iiber
einander liegende Uferpuncte, so sind die in denselben vorhan-
denen Werthe gegenwirtig von folgender Form:

@) {in e: 9, ina: w,
inf:—y, inf:—w
I .
Demnach werden (Fig. 45) gleiche Werthe zusammenstossen,
Fig. 45. wenn man das Ufer «
ad—-——w_af mit dem Ufer o’ zusam-
b g menheftet; ebenso bei
A A der  Zusammenheftung
des Ufers B mit g

Wir haben bis jetzt nur zwei Schnittstrecken 4, 4, und 4, 4,
untersucht. Mit der dritten, finften, siebenten, u. s. w. Schnitt-
strecke wird es sich aber, wie man sofort iibersieht, genau ebenso
verhalten, wie mit der ersten; die letzte von diesen Schnitt-
strecken ist die Strecke 4s,_14s,. Und andererseits wird es sich
bei der vierten, sechsten, achten, u. s. w. Strecke ebenso ver-
halten, wie bei der zweiten; die letzte unter diesen ist die
Schnittstrecke Ay, U.
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VW ir wollen uns nun die vorhin genannten Zusammenheftun-
gen — es sind deren je zwei bei jeder einzelnen Schnittstrecke
— saxmmtlich ausgefiihrt denken. Die beiden Flichen £, und £,
werdeny sich dann mit einander vereinigen zu einer einzigen zw ei-

plattrigen Fliche; und diese mag, um ihre Entstebungsart
cinigermassen anzudeuten, mit §," 4+ £, bezeichnet werden. Die
Fliche §," 4+ O, besteht, im Grossen und Ganzen betrachtet,
aus zwei {iber einander liegenden unendlich grossen Kreisflichen,
welche gewissermassen durch v Doppelbriicken mit einander ver-
bunden sind. Die erste von diesen Briicken zieht sich von 4,
nach 4,, die folgende von 4; nach 4,, die dritte von 4; nach
4;, u. s. w., endlich die letzte von A, _; nach 45, hin. Bei
jeder solchen Doppelbricke (vergl. Fig. 44) durchsetzen ein-
ander zwei Flichentheile, namlich diejenigen Flichentheile, aus

. welchen jene Doppelbriicke besteht; die Durchsetzung findet statt
in einer gewissen Linie; in dieser Linie wird aber — zufolge
der von uns angenommenen Grundsatze (S. 163) — zwischen den
beiden einander durchsetzenden Flichentheilen kein Zusammen-
hang stattfinden. Bedienen wir u<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>